La sucesion de Fibonacci

Maria Isabe Viggiani Rocha

Sealasucesion {a} defindapor:a,=a,1+aw S h3 3 ya=a=1Eda
sucesion es conocida como  la sucesion de Fibonacci 'y la aparicion de la misma brota
por doquier. Es decir, esta en infinidad de gemplos: tanto en las plantas, como en los
animales, enlaFisica, enlaMatemética, etc.

El nombre de esta sucesion se debe d més destacado matemético de la Edad
Media Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci (filius Bonacci = hijo de
Bonacci), quien nacié en 1.179 y murid en la primeramitad dd siglo XII1.

El mismo, rdata que su padre ocupaba un cargo consular en Argdiay que lo
llevd para iniciarlo en los célculos aritméicos de los &rabes pues Leonardo se habia
educado con la numeracion afabética de los griegos y de los latinos, y con @ uso de
abaco. Con los nuevos conocimientos se entusiasmd y vigd a diversos paises arabes,
recibiendo ahi lecciones de sabios musulmanes. De vudta a Pisa, compuso 5 obras: la
primera de dlas en 1.202, revisada y aumentada en 1.228 es Liber Abaci (Libre dd
Abaco). Con dla introduce d uso dd cero en Occidente y presenta al mundo la famosa
sucesi6n mediante un problema referido a los congos:

"Alguien puso en un corra una parga de congos recién nacidos con d
propdsito de averiguar cuantas pargjas habra a cabo de un afio. La prolifica naturaleza
de estos animalitos indica que cada pargja recién nacida requiere un mes de maduracion,
durante d cua no se reproduce, pero a findizar d segundo mes da a luz una nueva
parga, y luego sigue pariendo cada mes otra parda. ¢Cuantas pargas habra a témino
de un afio, suponiendo que ninglin congio muere en esta fdiz experiencia?”'

La solucion es simple. Al empezar tenemos una parga. Al findizar € primer
mes seguimos con una sola pargja. Al término dd segundo mes, @ corral ya cuenta con
2 pargas. Al cabo dd tercer mes la pargja inicial da a luz otra parga: ya hay 3 pargas
una nueva. Al final dd cuarto mes, procrea la parga inicial y la primogénita: tenemos 5
pargas. Al final dd quinto mes: 8 pargas y asi sucesvamente Al culminar d afio d
corral tendra 233 pargjas de congos.
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A pesar de figurar este problema en d libro, Fibonacci no le presté mayor
atencion. Fue recién en d siglo XIX que la llamada sucesion de Flbonacci comenzd a
conmover a mundo matemético. El francés Edouard Lucas (cuya biogrefia la R.E.M.
publicd en d V82 y en los V81 y V83 aparecieron sendos articulos donde se
estudiaba d Teorema de Lucas - R.JMiatdlo y M.1.Viggiani Rocha) fue autor de una
obra en 4 tomos, de recreaciones matemdticas y le dedicd a esta sucesion un extenso
andlisis y mostré que la misma es un grifo abierto de curiosidades. En E.E.U.U., desde
1.963, se publica " The Fibonacci Quarterly” (revista cuatrimestral), cuya edicion esta4
a cargo de la Fibonacci Association; esta revista también trata de sucesiones
generdizadas de la de Fibonacci y de otras sucesiones andlogas (al findizar este articulo
habréa una breve referencia a algunas de dlas).

Conozcamos |os primeras 25 términos de esta sucesion:

a=1 =1 =2 a=3 8&=5
3=8 =13 =21 =34 0=55
211=89 A,=144 a3=233 =377 a15=610

a6=987 a7=1.597 y5=2.584 a=4.181 200=6.765
21=10946 a=17.711 23=28.657 4=46.368  as=75.025

LaR.E.M.y lasucesion de Fibonacci
LaR.E.M. en nimeros anteriores menciono esta sucesion. Asi por gemplo:
a) V6-3: "Enseflando una Matemdtica més Novedosa y Divertida' 22 parte (N.

Cosenza, N. Gurruchaga y M.J. Vignali). En este articulo se comenta un truco con €
cual se adivina un nimero "a estilo Fibonacci”, como asi también plantea d caso de los
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congos, prueba algunas propiedades de esta sucesidén y comenta uno de los vinculos
directos entre los coeficientes binomiales y los nlmeros de Fibonacci (6 cual y otro mas
serén tratados més addante).

b) V9-2: "Sucesiones definidas de manera recurrente’ (L.Cagliero). En d articulo uno
de sus parrafos sereferiajustamente a la sucesion de Fibonacci.

€) V10-1: "Principio de Induccion” (M.l. Viggiani Rocha y G.P. Ovando). El parrafo
VIII trataba sobre esta sucesidn, ya que cada nimero de Fibonacci (cada término de la
sucesion dada) puede obtenerse como:

1 eaa_+J§o \/Eou

g§25§ QH

d) V11-2: "Problemas pararesolver (D. Penazzi) gercicio 8.

Desarrollo del tema

En este articulo trataré de hacer conocer agunas de las propiedades
mateméticas mas conocidas, como también distintas aplicaciones en @ reno vegeta, en
d anima y enlaFisica

1- Algunos resultados sobre esta sucesion, los cuaes pueden ser verificados por €
lector, o cuya demostracion se encuentraen d libro Kmuth.

61 1u . eazk -1 =P U
a) Para lamatriz A=g (> Obtenemosque: A”= u, "k
el 2U 8 A a2k+1H

b) a, y an+1 soncoprimos.
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d) " mi N, existe una coleccion infinita de niimeros de Fibonacci exactamente  divi-
sibles por m, cuya aparicion ocurre con un periodo muy bien determinado. Por gemplo:

a1=rh,sin=k

©Co~ND 0D wN
RoolRuosw

€) Dadaun nimero de Fibonacci (a,), paracalcular € nlmero siguiente (a.1) No s

— (U
é 2 1]
enterade

f) @.aw2- (@w)’ = +1,(+1 S nesimpar,-1 s nespa).

9) @ne1 = (@)" + (@)’ h) @ 8ws = (@w2)’ - (@)’
DA & =awe-1 DA 2 =2
i=1 i=1

[) Otra propiedad de la sucesion de Fibonacci, quizas sea la mas notable es: la razon
entre cada par de nimeros consecutivos va oscilando por encima y por debgjo de la

o ®l+,/50
razonaureaé )

2

T y conforme se va avanzando en esta sucesion, la diferencia

con ésta va haciéndose cada vez menor. Es decir, S definimos una sucesion {b,} por e

_ aAn+1
b=

conn 3 1, podemos probar que:

n
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b,= 1+

. &1+ .,/5
con n3 2 y entonces deducir r!'@”lbn:é 2\/_

bn-l

Q-0

m) El Tridngulo de Tartaglia o Pascal es rico en curiosidades mateméticas, recordemos
gue dicho triangulo estd construido con los nUmeros combinatorios 0 coeficientes
binomiales. Entredlas:

m i) la suma de los nimeros situados en las diagonales de menor pendiente, forman la
sucesi6n de Fibonacci.

/1’ 1=1
/1/ 1=1
/‘///// 1+1=2
/ 1+2=3
4 1 1+3+1=5
10 10 5 1 1+4+3=8
6 15 20 15 6 1 1+5+6+1= 13

m ii) s excluimos una de las diagonales con los 1s, las sumas de las diagonales de
Fibonacci aqudlas que originaron cada término de la sucesién son las sumas parciaes
de la sucesion de Fibonacci. Asi s diminamos k diagonales consecutivas y pardéas a
las de los 1s incluyendo a ésta, las de Fibonacci dan las sumas parciales de orden k dela
sucesion de Fibonacci (las sumeas parciaes de las sumas parciales deordenk - 1)
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}/ 1=1=1

1+1=2=2
1+1+2=4=3+1
1 1+1+2+3=7=4+3
10 5 1 1+1+ 2+3+5=12 =5+6+1

15 20 15 6 1 1+1+ 2+ 3+5+8=20 =6+10+4

n) S consideramos una sucesion {¢,} ta que ¢, = aws - aw, CON N3 1, esta nueva
sucesion es también la sucesion de Fibonacci, a partir de &. Por |o tanto jla sucesion de
Fibonacci es una sucesion autogenerante, considerando la salvedad anteriormente
mencionadal

2- Algunos g emplos de reino vegetal son:

a) Laformaen que ciertos &rboles van echando sus ramas, nos transporta a nuestra. su-
cesion:

Supongamos un tronco inicial que crece d primer afo sin echar ninguna rama,
pero que genera una nueva rama a segundo afio y cada nuevo afo otra rama. Cada
rama, a su vez, prosigue con la misma ley. Con d correr de los aflos, d arbol va
produciendo de este modo la sucesion de Fibonacci.

e
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b) También esta sucesion aparece en laimplantacion espiral delas semillas en ciertas
variedades de girasol. Hay en dlas 2 haces de espirales logaritmicas: uno en sentido
horario y otro en sentido antihorario. Los nimeros son digtintos en cada familia, pero
siempre son nimeros de Fibonacci consecutivos. Lo mismo ocurre con los flordsculos
delas margaritas.

A continuacion obsarvamos 2 esquemas. uno de dlos corresponde a un
girasol gigante (con 55y 89 espirales), d otro a unamargarita (21 y 34).

¢) Conlas escameas delas pifias, aparecen 5 espirales en un santido y 8 en d otro.

3- En d reno animal, ademas de en la reproduccidn de los condos, la sucesion de
Fibonacci aparece en distintos gemplos referentes a abgjas:
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a) Al contar & nimero de las distintas rutas que puede seguir una abgja a ir recorriendo
las cddillas hexagonales dd panal, siempre de una cddilla a una cddilla contigua a la
derecha, resulta ser que  nimero obtenido es un nimero de Fibonacci (hay una sola
rutaalacddilla 0,2 alal, 3 ala2, 5 ala3, &c.).

b) Las abgas machos (zdnganos) no tienen padre Cada zéngano tiene madre (la
abgarend), 2 abudos (los padres de la madre), 3 bisabudos (pues d padre de la
madre no tuvo padre), 5 tatarabudos, ec.

PM PMPM Tatarabudos
\/ \/ \J
P M P M Bisabudos
\ \
P M Abudos
\ /
P M Padres
\ /
7 Zangano

4- En la Fisca Dadas 2 laminas de vidrio planas y en contacto, d nimero de
trayectorias de rayos luminosos que inciden sobre dlas va gjustandose a los nlmeros de
Fibonacci: para n reflexiones, hay a,., trayectorias posibles.
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Algunas gener alizaciones de esta sucesion

1- Lasucesion de L ucas

Sealasucesion {L,} definidapor:L,=Ln1+Ln2,n3 3 conL;=1y L,=3
(1,3,4,7,11, 18,29, 47, ...).

Cada témino de la sucesién dada también puede obtenerse como:
- aa_+\/_59n+ 86_-\/_59n
T2 82 5
Algunos resultados obtenidos de esta suceson  (los cuales pueden ser
verificados por d lector) son por gemplo:

a) Ly y Lp+1 SOncoprimos.
b) (Los)*- Ln.Lz=%5, (+S nesimpar, - S nespar).

0 é Li =Ln2-3

i=1

Existen muchas férmulas sencillas que interrdacionan la sucesion de
Fibonacci y la de Lucas:

aLln=autam

b) a&n=a,.Ln

©) Laecuacion diofantica 5x% + 4 = y* sdlo tiene soluciones enteras cuando X esun
nimero de Fibonacci e 'y  d correspondiente nlmero de Lucas por gemplo: X = & =1,
y=L,=3 x=a==3,y=L4=7. Engengd (a,,L,) essolucion.

2- La sucesion de Fitrinacci
Sealasucesion {Fn} (Hlnldapor Fr=FutFasnd4conF=F=FR=1

(1,1,1,2346,9,..).
3- Lasucesion de Tribonacci.

Sealasucesion {t,} definidapor:t,=twy +tho+ths, N34 conty=t,=1y
t3:2
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(1,1,2 4,713, 24,44, ...).

S up =t";11,{un} converge hacialaraizrea de X3 +x*++x-1=0,

cuyo valor es aproximadamente 0,5436890126.

4- | asucesion de Tetranacc.
Sealasucesion {T,} definidapor: Tn=Thi+ Tho+ Tna+ +Thg, N3 5 con
T1:T2:1,T3:2yT4:4
(1,1,2,4,8,15,29,56, ...).
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