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Introduccion

Este trabajo es una extension de estudios, que venimos realizando desde €
afo 2000, centrados en la descripcion y @ andlisis de un fendbmeno que se produce
entre estudiantes universitarios, al cual denominamos extension de model os lineales
a contextos no lineales o sobregeneralizacion de modelos lineales. Tal fendmeno da
cuenta de la resolucion de ciertas cuestiones mateméticas que vinculan dos
variables, empleando modelos lineales, aunque la situacion planteada, desde la
perspectiva del docente o investigador, sea no lineal. Al hablar de modelo lineal nos
referimos a representaciones particulares de proporcionalidad directa, al esquema de
laregladetres smple o alardacion funcional y = a.x+b.

La presencia de este fendmeno ha sido extensamente documentada y
estudiada en alumnos de la escuda primaria y media (Kontoyianni, Modestou,
Erodotou, loannou, Constantinides, Parisinos & Gagatsis, 2006; Van Dooren, De
Bock, Janssens, & Verschaffd, 2005; Van Dooren, De Bock, Hessdls, Janssens &
Verschaffd, 2004; De Bock, Van Dooren, Janssens, & Verschaffd, 2002; De Bock,
Van Dooren, Verschaffed & Janssens, 2001) y ha sido designado de diferentes
maneras. "linear misconception”, ilusién de proporcionalidad o de linealidad e
inclusive trampa de la proporcionalidad. Tales estudios revelan entre los
estudiantes una tendencia fuerte y resistente a cambio, al aplicar modeos lineales
para resolver situaciones problematicas que involucran longitud y érea de figuras
planas seme antes, volUmenes y probabilidades.

En € nivel universitario la sobregeneralizacion de modelos lineales ha sido
observada de manera informal y no sistematica en una diversidad de problemas y
contextos en cuanto a contenido involucrado. Por este motivo iniciamos una serie
de estudios exploratorios a fin de documentar sistematicamente su presencia en este
nive (Villarreal, Estdey & Alagia, 2005; Estdey, Villarreal & Alagia, 2001). Para
elo se trabaj6 primeramente con producciones escritas de estudiantes de
Agronomia de la Universidad Nacional de Cérdoba (Argentina) y de la Universidad
de la Frontera (Chile). Tales producciones provenian de las soluciones de examenes

" Este trabajo fue presentado en la 19 Reunion Latinoamericana de Matemética Educativa
(RELME 19). Montevideo, 11 a 15 de julio de 2005.
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completados por 300 estudiantes argentinos y 53 chilenos o de resoluciones a
problemas especialmente disefiados por los investigadores y trabajados con grupos
més reducidos. A partir de los resultados obtenidos decidimos realizar un estudio
més profundo y un seguimiento més cercano de los procesos llevados addante por
los estudiantes, a través de entrevistas semi-estructuradas (Estdley, Villarreal &
Alagia, 2004). Tales entrevistas se realizaron con estudiantes que habian aplicado
modelos lineales para resolver problemas no linegles. El andlisis de las entrevistas
nos mostré que 1) Los estudiantes hacian uso de conocimientos agronémicos
correspondientes a diferentes &reas de la carrera (Quimica, Biologia, €tc.) para dar
sustento a sus conjeturas, introduciendo asi condiciones gjenas a los problemas
presentados. 2) Las estrategias utilizadas para la creacion de modelos mateméticos
que describian las situaciones planteadas mostraban creetividad y coherencia
interna. 3) Prevalecia € uso de razones de cambio aditivos como recurso de
resolucién. Esto se constituia en un obstaculo para llegar a modelo no lineal que
resolvia d problema.

En todos nuestros estudios, los errores cometidos por los estudiantes fueron
asumidos como sintomas de las concepciones que subyacen en sus actividades
mateméticas, de acuerdo a los principios de Ginsburg (1977) o la acepcion de error
de Brousseau (en Balacheff, 1984).

"Un error es no solo consecuencia de ignorancia o de
incertidumbre o de un accidente. Un error podria ser
la consecuencia de un conocimiento previo que tiene
Su propio interés, su propio éxito, pero que aparece
como falso bajo nuevas circunstancias, o mas
simplemente no adaptado. Asi en el analisis didactico
los errores no son entendidos como meras fallas de los
alumnos, sino mas bien como sintomas de la
naturaleza de las concepciones que subyacen en sus
actividades matemdticas" (p. 36).

A partir de las perspectivas y resultados sefialados anteriormente decidimos
profundizar € estudio extendiéndolo a otros contextos educativos de ambito
universitario. En esta oportunidad examinamos la ocurrencia de fenémeno de
sobregeneralizacion de modd os lineal es entre estudiantes de carreras mateméticas.

M etodologia

El estudio es de carécter cualitativo y est4 basado en d andlisis de
resoluciones escritas de problemas. Se realiz6 un andlisis inductivo/constructivo
(Lincoln & Guba, 1985), ya que no se establecieron hipétesis a priori. El andlisis de

4



las estrategias y soluciones de los estudiantes a los problemas propuestos no fue
reelizado en términos de correcto - incorrecto. Si bien podemos indicar
concepciones que matematicamente son erroneas, € énfasis estuvo puesto en los
procesos de pensamiento de los estudiantes, sin realizar comparaciones sino
tratando de "escuchar sus voces' (Confrey, 1994). En este sentido, Confrey (1991)
argumenta que comprender las acciones de los estudiantes implica introducirse en
su problematica y no presuponer que ela coincida con la dd docente/investigador.
Las respuestas de los estudiantes que se desvian de la expectativa de
docente/investigador, pueden ser legitimas como perspectivas alternativas o vélidas
y efectivas en otros contextos. Alentar a estudiante a mostrar sus puntos de vista
implica una oportunidad para que € docente/investigador vislumbre las
perspectivas de los mismos y pueda cuestionar las propias, examindndolas a la luz
de las ideas de los alumnos.

A partir de estas opciones metodoldgicas y epistemoldgicas, se
desarrollaron | os siguientes procedimientos:

1) Sdeccidon y preparacion de los problemas presentados en la Figura 1.
Para la sdleccidon y preparacion de problemas se tuvieron en cuenta,
tanto resultados obtenidos en nuestros trabgjos anteriores como
problemas propuestos en otras investigaciones relacionadas con €
fendbmeno de la sobregeneralizacion de modelos lineales (De Bock, Van
Dooren, Janssens, & Verschaffd, 2002; De Bock, Van Dooren,
Verschaffd & Janssens, 2001).

2) Resolucién escrita de estos problemas por parte de 18 alumnos que
cursaban Algebra Lineal en @ afio lectivo 2004. Los problemas fueron
resueltos en horario de clase, con la presencia del profesor responsable
dd curso de Algebra y otro investigador, ambos integrantes del equipo
de investigacion.

3) Andlisis de las resoluciones escritas registrando la presencia de
fendmeno y las estrategias seguidas cuando se aplicaban modelos tanto
lineales como no lineales.

Problema del perfume: En una perfumeria se venden botellas de un perfume
A. Las botdllas tienen una altura de 8 cm y contienen 10 cl de perfume. En la
vidriera del negocio se publicita una botela de la misma forma pero
agrandada y conteniendo @ mismo perfume. Esta botella tiene una atura de
24 cm, ¢cuanto perfume tendra esta botella mayor?




Problema dd silo: Un productor agricola dispone de granos para llenar un
silo de tal modo que la cantidad de granos que ingresa cada dia se duplica con
respecto a lo que ingresd € dia anterior. Si después de 10 dias d silo esta4
lleno, ¢en qué dia @ productor logré reunir la cantidad de granos necesaria
para llenar la mitad dd silo?

Figura 1: los problemas
Presentacion y andlisis de resultados

A continuacion reportamos resultados y andlisis, para cada problema de
Cuadro 1. Presentamos la distribucion de las respuestas segin € modelo
matemético (Lineal o no lineal) escogido para la resolucion. Describimos y
analizamos algunas estrategias, tanto lineales como no lineales, seleccionadas por
los estudiantes para abordar |os problemas.

Problema de perfume

La Tabla 1 muestra la distribucion de las respuestas dadas en este problema

Resolucion Cantidad de %
alumnos

No lineal 2 11,1

Lineal 15 83,3

No resudvel no concluye 1 5,6

Total 18 100

Tabla 1: distribucion de respuestas segiin model os

Para € problema del perfume la solucion esperada y matematizada es la
siguiente: Sean, respectivamente, V, =10cl y h, =8cm, € volumen y la altura de
la botella dada y V, y h, =24 cmé volumen y altura de |a botella agrandada. Se

asume que la botella agrandada es semgante a la dada, ya que en @ problema se
indica que la nueva botdla es “ de la misma forma pero agrandada” . De este modo,
s k=h, /h, eslaconstante de semganzaentre h, y h,, a reemplazar h y h, por 8
cm 'y 24 cm, respectivamente, obtenemos k = 3. Bagjo la hipbtesis de semganza
V,/V,=k® y asi, V, =3*x10c . De este modo la respuesta esperada es que la
botella mayor contiene 270 cl.



Entre los estudiantes que presentaron una resolucion lineal @ 73,3% opt6
por una regla de tres como procedimiento de resolucion, asumiendo una variacién
lineal del volumen de la botella agrandada respecto de la altura. La resolucion mas
frecuente hace uso del esquema clésico de regla de tres simple que se muestra a
continuacion:

YN vy g p— « = 24cm10cl
8cm

=30

El resto de quienes presentaron una resolucion lineal optaron por d planteo
de una proporcionalidad directa como la siguiente:

10cl _ xd
8cm 24cm

En ambos casos, x representa € volumen buscado de la botella agrandada.

A continuacion analizamos en detalle dos resoluciones no lineales. En una
de elas d estudiante escribio la resolucion que se muestra en la Figura 2:

8cm 10 cl de perfume

10cl son 0,11 =100 cm®
8.x =100

x:@:12,5
8

la base de la botella es de 12,5 cn?

[*] 3:12’5D 12’2'24:§D 375cm? =X b labasedelabotella

~

24 X
grande es de 37,5 cnt’

24cm’” 37,5cm? =900 cm®
Rta: la botella mayor tendra 900 cm®.

Figura 2: resolucién no lineal para e problema dd perfume

En este caso cabe sefidar que @ aumno, aunque no lo indicd
explicitamente, estaba asumiendo un envase para € cua es vélido d célculo de
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volumen como: “é&rea de la base por altura’. Asi, calculd € valor del &rea de la base
de la botella que tiene 10 cl de perfume (x). Por otro lado, asumi6 que la constante
de proporcionalidad entre las alturas de las botélas es la misma que entre las areas
de las bases correspondientes y calculé d &rea de la base de la botella agrandada
(X) utilizando laigualdad que en la Figura 2 seindica con [*].

En la otra resolucion no lineal, un alumno indico inicialmente: S la botella
es de la misma forma entonces todas sus dimensiones crecen proporcionalmente” y
continuo escribiendo:

b altura
ancho

triplica P s yotengo unabotella [1 ylaagrando
triplica

al dobletendréel_1I... entonceslo que
tenia antes entra 4 veces en la nueva botella

b s tripliqué € largo tripliqué & ancho
Por ende lo que tenia antes entra 9 veces

b la botella mayor contiene 10.9= 90cl

Figura 3: resolucién no lineal bajo hipdtesis de semeganza

En este caso cabe sefidar que este alumno manifiesta una correcta
interpretacion geométrica del problema. Procede con claridad en sus explicaciones,
aunqgue visualiza la botella a través de una figura plana, este hecho se transforma en
un obstéculo para obtener la resolucion esperada.

Si bien ambos estudiantes arriban a la misma solucion numérica, difieren en
la interpretacion geomérica del problema. En € segundo caso, cuando & alumno
indica "S la botella es de la misma forma entonces todas sus dimensiones crecen
proporcionalmente”, pone de manifiesto € hecho de que se propone trabajar bajo
una hipétesis de semeganza aunque la representacion visual a la que apela no sea
adecuada. Por otro lado, en € primer caso no se puede afirmar que € estudiante esté
trabajando bajo hipétesis de semeganza ya que asume que la constante de
proporcionalidad entre las aturas de las botdlas es la misma que la constante de
proporcionalidad entre las areas de sus bases.



Problemadd silo

La Tabla 2 muestra la distribucion de las respuestas dadas al problema.

Resolucién Cantidad de %
alumnos
No lineal 11 61,2
Lineal 4 22,2
No resudve 3 16,6
Total 18 100

Tabla 2: distribucion de respuestas seglin model os

La solucion esperada para este problema se ilustrara més adelante utilizando
la resolucion dada por uno de |os estudiantes.

Analicemos algunas de las soluciones que clasificamos como lineales. Una
respuesta frecuente a este problema es que € silo alcanza la mitad de su capacidad
en d quinto dia. Por gemplo, un alumno escribid:

Ecuacion para llenar € silo donde n = cdad de dias
x = cdad de granos

2"'x paran=1,..,10

sin= 10 esta lleno
para que sea la mitad, n debe ser igual a 5.

Figura 4: respuesta compatible con un abordaje lineal

Este estudiante apelé a una expresion algebraica que describe la cantidad de
granos que entran en cada etapa dd llenado dd silo, sin embargo su respuesta final
estd desconectada de la expresion presentada y resulta compatible con un abordaje
lineal.

Otro alumno presentd la siguiente resolucion:



Py .
A° x cantidad de granos 10 dias ------ 356 x

(o) 1 “ .
GO2x C dias ------- L 356x
E° ax 2
O° 8x 10 ------ 356 X
U9 16x C --—-—--- 128 x
A° 32« c= 12’;58 X
a° 64x 12);
° c=10%X—
a” 128x 356

AP’ 356x= silolleno 1
c:10>3 =5dias

0] 10 dias ------ 1silo

5dias= 1—O=xd|’as ------ lsilo
2 2

Figura 5: resolucion usando regla de tres simple directa

El alumno construyd una lista de valores que, de acuerdo a enunciado de
problema, estaria representando la cantidad de granos que ingresan cada dia al silo
(observar que en esa lista d estudiante omitio € valor correspondiente al 4to dia).
Luego planted y resolvié una regla de tres (ver margen derecho de la Figura 5),
usando € 10° valor de su lista, al que identifico como “silo lleno”. A partir de dlo,
concluy6 que en d dia 5 @ productor llena la mitad del silo. Finalmente, abajo a la
izquierda, planted una regla de tres alternativa a la ya realizada, obteniendo €
mismo resultado. Observemos que si la lista construida por € estudiante fuera
considerada como una tabla de valores que relaciona cada dia con la cantidad de
granos en d silo, se podria concluir que en € dia noveno € silo llegd a la mitad de
su capacidad (356x).

Finalmente, otro alumno explicd: “El productor logré reunir la cantidad
de granos necesaria para llenar la mitad del silo a los 5 dias porque como dice €
problema la cantidad de c/dia es € doble del dia anterior P s tardo 10 para
[lenarlo va a tardar la mitad de dias para cubrir la mitad del silo”.

Las respuestas numéricas obtenidas en los tres casos anteriores son
compatibles con un abordaje lineal en & que se asume que la cantidad de granos
que ingresa diariamente en d silo es constante Asi, la respuesta esperada en esta
situacion seria la dada por estos estudiantes. Sin embargo, no contamos con
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suficientes evidencias para afirmar que los alumnos eran concientes de la presencia
implicita de un modelo lineal en las respuestas o resoluciones presentadas por dlos.

De los 11 alumnos que resolvieron d problema con un abordaje no lineal,
tres, ofrecieron una solucion descripta verbalmente. El resto optd por abordajes que
exhiben diversos niveles de sofisticacion y muestran un grado de matematizacion
que se manifiesta a través de uso de tablas, la manipulacion de variables o €
planteo de relaciones funcionales.

Las descripciones verbales pusieron de manifiesto, en generd,
razonamientos como € siguiente: “ S tardé 10 dias en llenarlo y la cantidad de
granos se duplica por dia. Tardo 9 dias en llenar la mitad del silo”.

Un aumno, que exhibio la resolucién esperada para este problema,
concluyé correctamente que € silo alcanz6 la mitad de su capacidad en @ dia 10 y
presentd la resolucién que se muestra en la Figura 6.

Dias ingreso total

1 X X 1023 (2

2 2X 3X 02 511
3 4x X 03

4 8x 15x 1

5 16x  31x

6 32x 63X

7 64x 127x

8 128x  255x

9 256x  511x

10 512x  1023x

Rta: e productor llenala mitad del silo @ mismo
dia que logro llenarlo (10 dias)

Figura 6: resolucién esperada para € problema.

En este caso d alumno propuso una lista en la que se registran dias, ingreso
y total. De acuerdo a enunciado dd problema, estas etiquetas identifican “nimero
de dias’, “cantidad de granos que ingresa cada dia” y “total de granos en € silo
para cada dia’. A partir de la lista denoté que en € dia 1 ingresa x, que también
representa € total para ese dia. Para d dia 2 ingresa e doble de lo queingreso € dia
1, esto es, 2%, lo que hace un total de 3x (x+2x). Asi continla hasta d dia 10, de tal
modo que ese dia ingresardn 512%x, llegagndo a un total de 1023x
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(x+3x+ 7x+...+511x), que es la cantidad que llena d silo. A partir de eso determina
la cantidad que corresponderia a la mitad dd silo dividiendo 1023 por 2. Como esa
cantidad es superior a 511x, que corresponde a dia 9, concluyé que en € dia 10
logra reunir la cantidad de granos necesaria para completar la mitad de silo.

Otro alumno presentd la siguiente resolucion:

1°dia g,
2% dia g, =2g,
3 dia 9,;=2.(29,)

gn+l = 2” go —> glo = 29 go cant de granos que
cabenen d silo

Lamitades g4 = 2° g, P El productor logro

reunir la mitad del
siloend dia 9.

Figura 7: resolucion siguiendo un modelo no acumulativo

Este estudiante abordd algebraicamente € problema, encontré una formula
y, guardando coherencia con d modelo ofrecido, concluyd que € productor logré
reunir la mitad del silo en @ dia 9. Sin embargo, de acuerdo al enunciado del
problema, podemos sefialar que @ modelo ofrecido representa la cantidad de granos
que ingresa cada dia a silo y no la cantidad de granos que hay cada dia en d silo.
La conclusion a la que d alumno arriba, nos permite inferir que identifica la
cantidad de granos que ingresa cada dia con la cantidad de granos que hay en d silo
en ese mismo dia.

Algunas conclusiones

A partir dd andlisis realizado podemos destacar que 1) Las resoluciones
escritas de los aumnos manifiestan la presencia dd fendmeno de
sobregeneralizacion de modeos lineales en todos los problemas presentados. 2) Las
estrategias empleadas muestran un adecuado nivel de simbolizacién para este grupo
de alumnos. 3) La decision de los estudiantes de emplear moddos lineales en
contextos no lineales podria estar relacionada con inadecuadas formulaciones en los
enunciados de los problemas y con la naturaleza de los contenidos mateméaticos que
€S necesario poner en juego para su resolucion.
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En relacion a los contenidos mateméticos puestos en juego en la resolucién
de un problema podemos conjeturar que una situacion féacilmente resoluble con
recursos aritmeéticos o algebraicos, como es d problema dd silo, resulta familiar
para estos alumnos, mientras que un problema, como d de la botella de perfume,
cuya comprension y resolucion estdn mediadas por un contenido geométrico
(cllculo de volumenes de cuerpos semgantes) no lo es tanto. En este Ultimo caso,
apelan a la regla de tres como una herramienta aritmética que les resulta conocida.
Ninguno de los estudiantes pudo determinar € volumen del nuevo cuerpo bajo la
hipétesis de semganza y conociendo la constante de proporcionalidad entre las
alturas de las botdlas. Sin embargo, también podemos preguntarnos si es posible y
claro reconocer la hipétesis de semejanza entre las botdlas de perfume a partir del
enunciado de problema cuando expresa que la nueva botella de perfume de la cual
se desea conocer su capacidad tiene “la misma forma pero agrandada’ que la
botela original. ¢Basta €lo para que, quienes lo leen "interpreten”, que, segun la
intencionalidad del docente/investigador 1o que se quiere expresar es que las dos
botelas representan cuerpos semgantes? ¢O, de lo contrario, deberia expresarse
explicitamente que "las dos botdlas son semgantes'? ¢Esto garantizaria que los
alumnos asuman la semeanza desde una perspectiva geométrica con todo lo que
ello implica para su resolucion?

Entre las resoluciones no lineales dd problema de silo se presentaron
varias respuestas indicando que € productor lograria reunir la cantidad de granos
necesaria para llenar la mitad del silo en d noveno dia (La respuesta esperada era:
en € décimo dia). En este caso se identifica la cantidad de granos que ingresa cada
dia con la cantidad acumulada de granos para ese dia. De ese modo, € abordajey la
resolucién corresponderian al siguiente problema: Un productor agricola dispone
de granos para llenar un silo de tal modo que la cantidad de granos que hay cada
dia se duplica con respecto a lo que habia € dia anterior. S después de 10 dias €
silo estd lleno, ¢en qué dia € productor logré reunir la cantidad de granos
necesaria para llenar la mitad del silo?

Los estudiantes que participaron en este estudio presentan una complga
red de conocimientos mateméticos y una buena manipulacion simbdlica, sin
embargo ante determinadas situaciones problematicas recurren al esquema de regla
de tres simple De este modo se pone de manifiesto @ fendmeno de
sobregeneralizacion de modelos linedles. Tal fendmeno podria provenir de la
presencia de modelos tacitos en € sentido de Fishbein (1989). Segin este autor
“Muchas de las dificultades que |os estudiantes enfrentan en educacion en ciencias
y en matemdtica se deben a la influencia de modelos intuitivos tacitos que acttian
descontroladamente en e proceso de razonamiento” (p. 9). En este sentido
observamos que un problema que relaciona dos variables y presenta la estructura
de “tres datos conocidos y un cuarto por conocer” parece inducir  empleo de la

13



regla de tres simple directa, tacitamente asumiendo la existencia de una relacion de
proporcionalita directa entre las variables. De este modo, € uso de la regla de tres
en problemas con la estructura previamente descripta actla como un modelo técito
en d sentido que los estudiantes no son concientes de su influencia y dominio de
aplicabilidad. Como modelo tacito presenta caracteristicas que lo hacen robusto,
debido a su naturaleza practica, simplicidad y economia de accién en términos de la
posibilidad de resolver tal tipo de problemas. Este hecho ha sido también
documentado en Villarreal, Estdey & Alagia (2005) al trabajar con estudiantes de
Agronomia.

Cabe preguntarse en € caso particular de este estudio: ¢por qué estos
estudiantes no apelaron a otras estrategias de resolucion como pueden ser € andlisis
de casos particulares, por emplo considerar una botella de forma cubica o esférica
para @ problema del perfume?, ¢existe conciencia de que é modeo que subyace al
emplear una regla de tres simple directa es lineal?, ¢existe conciencia de que la
regla de tres simple directa puede emplearse bajo la hipétesis de existencia de una
relacion de proporcionalidad directa entre las variables involucradas? Respuestas a
estas preguntas ameritan estudios bajo otras condiciones metodoldgicas en
resonancia con las mismas.
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