Deter minacién del Numer o de Particiones de un Conjunto
LuisE. Rybier

En € estudio de particiones establecidas en un conjunto A, que posee “n” dementos se
suscita la cuestion del nimero total de tales particiones. Es evidente, y d célculo asi lo
indica, que este nimero crece rapidamente a aumentar la cantidad de eementos de
conjunto. Este articulo es € primero de una serie delos mismos sobre @ tema.

Determinar una particion en € conjunto dado A, de “n” dementos, es encontrar una

familia de subconjuntos P={A&,A2,...A,}, tal que:
1 ACA =@ ,)",", i! ] Estoes, lossubconjuntos son disjuntos dos a dos.

2. Al @, ", ningin subconjunto esvacio.

3. U::lA = A, launion delos subconjuntos es & conjunto dado A.

El problema consiste en “contar” todas las particiones posibles en un conjunto dado. La
dificultad radica en € criterio de conteo, que no debe reiterar ni obviar particiones.

Sea un conjunto A= {al,az,...,an}, donde d cardinal de A es“n” denotemos por P, €

nUmero de particiones de A.

I. Si fijamos € eemento @& y calculamos las particiones de los (n-1) restantes,
tendremos asi todas las particiones en donde ese emento pertenece solo a un conjunto
unitario. Una particion cualquiera donde {al} €s un elemento seré de la forma:

fa} {8 }odasna b o} 1

[I. A continuacion elegimos otro eemento distinto a,, fijando a;, y a,, formamos con
los restantes las particiones delos “ n-2 “ restantes. De ésta forma se tendré @ conjunto de
todas las particiones en donde e subconjunto{a,, a,} pertenece. En éste caso una particion

cualquieraseradelaforma {{ay, a,}{as,-}.{a -3 {a; o ff -
Cambiando luego a, por a,, por a,, etc.( dgando fijo siempre a,), a este segundo
elemento es posible degirlo entre (n-1), y en consecuencia, para esta situacion € nlimero

: am- 10
detotal de particiones que contienen {al,ai} parai=23,..n &s:g L HP.,).
a

I11. Prosiguiendo € razonamiento, en @ paso siguiente dgjamos fijos {al,az,ag},

- 16 S
tendremos:?z c:;)(Pn_gl) particiones que contienen {al,q,aj}, con 2EipipjEn.
a
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Y asi, en general, & nimero de particiones {A& A2 oA}
Taque a1 A ycard (A)=kK es gk 1:(P ) -
Reiterando esta secuencia hasta € paso “n-1 “en éste Ultimo paso tendremos:
18
gﬂ 2g(Pn_ (n-1)) - Por ditimo tenemos la particion{ A} . De todo esto se deduce que
nN-cg
am- 10 am- 20 an-16
Pn = g ipn-z +§ iPn-3 g :Pn k g iPx-(n-l) +1
1 17 2 g n- 2@

1 es por laparticién unitaria que es la que contiene solamente al conjunto dado A.

En definitiva € nimero total de particiones es entonces:

n- Zw 10
P,= ag . ZR i t1L
i@ | g

-106
sea por definicion P,=1, podemos escribir entonces: P,= g —P =1 y por la

ylam- 10
propiedad complementaria de los nimeros combinatorios se obtiene: P = a g —P
i

Que es la conocida formula de Bdll.

Dado que ésta expresion recurrente es funcién de todas las particiones anteriores,
P.,k=12,..,n-1 € propésito ahora es reducirla a otra que no dependa de éstas.
Para éste fin formaremos un sistema Crameriano de “n” ecuaciones con las “n” incéognitas,
asaber, losnimeros P, ... P, .
Este sistema tiene la forma:
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Como la matriz principal es una matriz triangular inferior su determinante es & producto
de los dementos de la diagonal. De donde resulta que & determinante es +10-1. Si “n”
€s un nimero par € determinante es uno en caso de ser “n” impar, éste valor es -1. Por la

regla de Cramer y denotando determinante de una matriz (a;) por ‘(aﬁ )‘ , € nimero de

particiones es:

o 0 0 e 1
gg -1 0 e -1
(]
20 a0
glg gzé -1 - i
P =g 1 g g 2 5 g g 5
n (- 1)n
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operando y aplicando la multilinealidad de |os determinantes sobre la expresion de P,

tendremos:

Pn

-1 o 0 . 1
B0 0 1
G5
2o @ ]
G5 &2
an-10 an-10 an- 10 1
t158256835 -
(-D°
Ahora aplicamos € ciclo (12 ... n) alas columnas y se obtiene
1 -1 0 .. 0
T B 0
{7
1 ?8 ?8 .......... 0
1g 2
1 -1
" an-10 am- 10 a| - 10
§15825 En- 13
- (-1.-1
-1

Recordando ?(()2
7,

~= 1, en definitiva obtenemos:
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Eﬁ% -1 0 0
(%]

2o :
goa a ..........

Pr=l 26 a0  a20 0
: : o
0 1 2
.................................... -1
an-10 am-10 am- 10 a - 19
05815825 in- 1,

Calculemos, amodo de gemplo P, esto es e nimero de particiones para un conjunto de
cinco eementos. A ={:L 2, 3, 4, 5}

D0 1 9 o0 o
%05
?%8@2-10 0
Og &g

RO RO a0
R A
286 80 80 8o
fop &1; %25 &
A0 B0 40 a0 8o
S5 %15 B &35 &4

-1

Una interesante conexién con el triangulo de Tartaglia

Sea (a;;), lamatriz asociada al célculo de P, sus elementos quedaran definidos por:

30



7~ 0 s n3j%i+2 (1lf£ifn-2)

1§ j=i+1 (A£i£n-1)

(aij)n = '<

- 10

"2 s 1£j£i (LEif£n)
1-1g

N—

Para toda matriz es posible su transformacion en una matriz triangular equivalente
operando en sus columnas por operaciones e ementales.

Sea la siguiente transformacion Ty,
Transforma unamatriz C = (b, ) enunamatriz C" = (b;) de maneraque
(Coli)" =Coli parai? k
(Colk)” = (Colk).a, ;,., +(Col (k- 1)) .

Donde (Colj) eslacolumna“j” delamatriz original.

*
(Colj) Eslacolumna“j” delanueva matriz.

Por propiedades de |os determinantes setiene:
detC” = a,,,, det C

A continuacion aplicamos esta transformacion de manera sucesiva a partir de la segunda
columna“n-1" veces. Esto es, calculamos

T(n- YT(n- 2).TET(a), = (&),
Por laestructurade lamatriz (a;), lamatriz (a;) resultatriangular inferior.
Como la columna primera queda invariante resulta a, ; = a:l," k1£EK£n.

El lector diligente verificara por induccion por lo tanto para P, =‘(aﬁ )n
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P, = ‘(81, ‘(a1J )‘ Oa . Dedonde

O au
resulta
* * Py
Pﬂ: ann ytamh|é1 ‘(a” )n = O F)I .
1

Si denotamos lamatriz T(n- 2)T(n- 3)..TQ)T(2)(a;), = (&),
De acuerdo a esto € eemento a:; €s

* a-10 . * ae- 10
a; = Pj'lgj ] 13+ a’,, Parai=j tendremos, a; =P =

Apliquemos, como gemplo, las transformaciones para hallar las particiones de un
conjunto de 3 dementos:

, * * D
A={a,a,,a}. Sed P, =ay.=a,a,+a’ ycomo
=a, a, +a, _1aé9+aé9 a - 28 a: =a,, +a, tendremos:
ail' 22 21 ga goa 33 gzay 2 32 1 -

é39 a0

LR S

Para P, , laexpresion ser&

P, = 6@9+ ai.C:.EGB..Q+ ﬁCHS9+ aécs@ce@9+ a39+ 6&?&89+ ﬁCHS9+ éﬁcs@g
“ o5 Boop Bokag Sk B Biop fidey Moks)
Para sintetizar éstas regularidades en un algoritmo Unico definimos o siguiente:

Definicion 1: El nimero producto delos “k” nimeros combinatorios:

aé)ceé)o

g g g Iodenotamospor ncc) ., para 1E£KE n, escribimos
a azﬂ akﬂ
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ab, Oad, o ab, 0
gaua 3,5 &,z
Definicion 2: “Numero combinatorio compuesto suma’ es la suma de todos los

numeros combinatorios compuestos, donde “k” variade “1” hasta“n”, denotamos a ésta
suma por:

b, ... b, 60
T 2 < () = & ncoy
& A, e a o k=1
los nimeros combinatorios que contribuyan a ésta suma deberdn cumplir las siguientes
condiciones:
Cl:a,=0,0a =1,b =n,b 31, a ,yb sonnaturalesparatodo “i".

Todo nimero combinatorio compuesto que contribuye a la suma, es delaforma

b, .. b .. b .. bo o
?1 ? . “I donde ipjP b, £ &, también en cada
& 8 o 8 . @ . Ap

ab 0
ndmero combinatorio g T y que contribuye ancc), satisface obviamente a, £b. £n.

Definimos
o &b b, .. .. ngo
:aa §§o a, .. akgg §§1 a2 angg
dedonde: ((n))=((n,))+((n) -

Veamos un gemplo:
= 8oy 2 3 - (@) () = (@)

Por gemplo:
49+6€4i__j+6€4§+é249+é349’+6€349+é23
030 4023024034023
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40 a2 40 a8 40 & 2 40 & 3 40 &2 3 40 & 2 3 40

nggg13gg14g%23g§124ggl34g 23425_52

L0
g

L * ano
Usando laexpresion a,,; ., =Py = Png T+an,
3 nb !

n

Setiened

Teorema:

s 2Eipj£En
L aiE L 0
J-1gg s 1£jE£i£n

Otraexpresion recurrente para Pn

Si bien la expresion de Bell esrecurrente, lo es en funcion de todas las particiones
anteriores, es posible encontrar una relacion en donde € nimero de particiones

P, dependa del nimero de particionesde P, , sumado a un nimero combinatorio
compuesto.

am- 16
Si operamos sobrelaecuacion P, =P, g —+a .., obtendremos de acuerdo a
gee 1 2 3 .. n®

OP=Fa* &0y 2 3 . n-13

También es posible expresar aP, como suma de ndimeros combinatorios compuestos, si
enlaformula:

- 16
ak w1 =P - P 1% * efectuamoslasuma sobre“k”, para 2 £ k £ n , obtenemos:



d
PrP,= & &, , Utilizando i),y siendo P, =1, definiendo a;, =1 resulta
2

Sl 23 .. i-1%
P, = 0 _ 1
elgg((ll) 2 3 .. i-25 ((n-1)
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