Aplicaciones elementales de la ecuacion funcional
de Cauchy: f(x+y) = f(x) + f(y)
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Resumen

La ecuacion de Cauchy puede resolverse bajo hipétesis muy
elemental es, adecuadas a | os primeros afios de la escuela media, o
gue permite abordar en forma amena y sin embargo rigurosa
algunos temas clési cos relacionados con la proporcionalidad.

1. La ecuacion de Cauchy. Comenzamos por enunciar y probar € teorema que
sirve de base a las aplicaciones que se consideran en esta nota. Se trata de determinar
la forma general de una funcion f que satisface la ecuacion dd titulo para cualquier

par dendmeros X3 0, y 2 0.

Teorema. Sea f(X) una funcién con valores reales, estrictamente creciente sobre la
semirrecta X 3 0, que satisface la ecuacion funcional f(x+y) = f(x) + f(y).
Entonces existe una constante ¢ > 0, tal que f (X) = cX para cualquier nimero real
x 3 0. [Naturamente, ¢ = f (2]

Demostracion. Conviene establecer primero unos lemas cuyas sencillas
demostraciones se dgan como gercicio (los simbolos m y n denotan enteros
positivos):

1) f(0) =0 (dedonde f (x) > O paracuaquier X > 0).

2) f(nx) =nf(x) (porinduccion sobren).

3) f(x/n)=(/n)f(x).

4) f(m/n) =(m/n)f(@) =c(m/n).
La dltima afirmacion establece que f(r) =cr para cualquier nimero racional
rs 0.

Sea ahora x un nimero real positivo. Si r y r( son nimeros racionales positivos
que satisfacen r < X < r( por ser f creciente, tendremos

f(r) < f(x) < f(ro.
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Puestoque f(r) =cr y f(r9 =cr¢concluimosque r < <r¢

f(x)

Resumiendo: r < X <rC implica r <——= <rC para cuaquier par r, r¢ de
C

f(X)
C

nUmeros racionales positivos. Por la densidad de los nimeros racionales, esto puede
ocurrir sdlosi f (X)/c = X, como se queria demostrar.

Observaciones. 1) Latess del teorema subsiste con una constante negati-
va (c <0) s sesupone quef es decreciente.

2) Notemos € caracter completamente elemental de la demostracion, basada en
nociones que se ensefian (0 ensefiaban) en los dos primeros afios de la escuda
secundaria. En realidad, la tesis subsiste bajo hip6tesis mucho menos restrictivas,
pero entonces la demostracion deja de ser demental.

2. Proyeccion paralela. La primera aplicacion del teorema anterior es al teorema
de la proyeccion paralda o teorema de Thales: si los puntos de dos rectas se hallan
en correspondencia biunivoca por medio de una proyeccién paral€ela, la longitud de
cada segmento de una de elas es proporcional a la longitud del segmento
correspondiente de la otra.

Para probarlo, consideremos en una de las rectas dos segmentos consecutivos de
longitudes x ey, y denotemos por f(X) y f(y), respectivamente, las longitudes de

sus proyecciones sobre la otra recta, como muestra la siguiente figura:

f() F(y)
I47 f(x+y) 4>I

Puesto que las proyecciones son también consecutivas, tendremos:
fx+y) = f(x) + f(y),
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de donderesulta f (X) = cX, donde c es una constante positiva. Q.E.D.

Notas. 1) La demostracion que precede es, en esencia, la clasica demostracion de
Eudoxo (véase d apéndice a final) basada en la densidad de los nimeros racionales,
aungue revestida de una ropaje moderno acaso méas ameno 'y fécil de aplicar.

2) En forma analoga puede probarse que la longitud de un arco de circunferencia
es proporcional al angulo central correspondiente. Basta observar que, denotando
por f(a) lalongitud del arco correspondiente a un angulo central de medida a, se
cumple:

f@+b)="f(@)+ f(b).

3. Movimiento uniforme. En sus célebres Didlogos, Galileo define é movi-
miento rectilineo uniforme como aquél en que € movil recorre espacios iguales en
tiempos iguales. A partir de esa definicion, usando d criterio de proporcionalidad de
Eudoxo, deduce Galileo que d espacio recorrido es proporcional a tiempo. Veamaos
coémo se logra € mismo resultado con € teorema del primer pérrafo.

En primer lugar, es fécil probar que en un movimiento rectilineo con esa propiedad
el sentido de recorrido es constante. Denotando por f (t) € espacio recorrido en un

tiempo t, es claro que en un tiempo t=t; +t, & movil recorre un
espacio f (t; +t5) = f(ty) + f(ty), de donde se sigue que existe una constante c,
tal que f(t) =ct, como queriamos demostrar. Naturalmente, la constante ¢ es la
velocidad del movimiento.

Las dos ultimas aplicaciones son un poco menos eementales.

4. El problema de la aguja de Buffon. Sobre una superficie plana horizontal en
la que se ha trazado un haz de rectas paraldas formando franjas de anchura constante
a, se lanza al azar una aguja de longitud I. Llamando € N a ndmero de cortes entre
la aguja y € haz, € problema consiste en calcular € valor medio E(N) de la variable
aleatoria N.

En la figura siguiente se muestra una realizacion del experimento de Buffon en la
guelavariableN tomad valor 3.

/V
/U la
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Admitiremos sin demostracién algunas afirmaciones bastante plausibles. La
primera es que lalinealidad dd valor medio:
E(X +Y) = E(X) + E(Y), E(cX) = cE(X)
es una ley general. Esto admitido, expresemos € valor medio de N como una funcion
desconocida f delalongitud dela aguja:
E(N) = f(l).

Pensemos ahora en una aguja de longitud | formada por dos segmentos
consecutivos de longitudes 1 y |,. Denotando por Nj y N5 € nimero de cortes
de cada uno de dichos segmentos con las rectas dd haz, tendremos N = Nq + N,
de donde resulta:

f(1) = E(N) =E(Ny) + E(N2) = f(l1) + f(I2).

Puesto que |1 y | son arbitrarios, € teorema demostrado permite afirmar que f
esdelaforma f(X) = cx, donde c es unaconstante. Luego:
@ E(N) =dl,

y sdlo queda por averiguar € valor de la constante.

Por la aditividad dd valor medio, la formula (1) se mantiene vélida si en lugar de
una aguja tuviéramos una pieza de alambre de longitud | en forma de poligonal

(abierta o cerrada) formada por k segmentos de longitudes 14, |5, ..., I |-

I~

<
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—

Admitiendo que la formula se mantiene vélida para cualquier curva convexa
cerrada, consideremos € caso muy especial de una circunferencia de diametro a
—igual ala anchura de las franjas— como muestra la siguiente figura:

O

@)
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En tal caso, tendremos N =2 en cada redlizacion dd experimento, y por
consiguiente E(N) =2 =c>pa, de donde se obtiene para la constante € valor
c=2/pa.

Es posible dar una idea de como se demuestra que la formula (1) es valida para
cualquier curva convexa cerrada g de perimetro |. A tal fin, consideremos una
sucesion de poligonos gy de perimetros |}, inscriptos en la curva g, tales que las
longitudes de sus lados tiendan a cero cuando k ® ¥. Supongamos ademés que los
vértices de gy +1 estan sobrelos arcos que subtienden los lados de g .

N\
// gk\ |9
[/ \)
/ A
N
~

Denotando por N, & nimero de cortes de gj, con las rectas de haz tendremos:
[=1im I, Ng £Ngyp y N= lim Ny con probabilidad uno.
k® ¥ k® ¥
La ultima relacion podria no verificarse si la curva cayera en posicion tangente a una
delas rectas dd haz, 1o que, segin se demuestra, tiene probabilidad cero.
En estas condiciones € teorema de la convergencia monétona de la teoria general
dd valor medio permite concluir que

E(N) = lim E(N,) = lim (cly)=d.
k® ¥ k® ¥

5. Desintegracion nuclear. Denotando por T € tiempo de vida de un &omo
inestable y por u(t) =P{T >t} la probabilidad de que € &omo esté vivo
—permanezca entero— a cabo de un tiempo t, la hipdtesis de que € &omo no
envejece, 0 bien que no tiene memoria, setraduce en lardacion

2 P{T >s+t|T >s} = P{T >1t}.

La misma expresa que la probabilidad condicional de que e atomo llegue vivo al
instante s+t sabiendo que ha llegado al instante s, es igual a la probabilidad
inicial de que llegue al instantet.
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En virtud de la definicion de probabilidad condicional:
P(B|A) = P(AC B)/P(A),
la relacion (2) toma la forma u(t+s) =u(t)u(s), de modo que ponien-
dof(t) =Inu(t), se tendrd f(s+t)=f(s)+ f(t); y por consiguiente,
f(t) = ct, donde c es una constante negativa, por ser f decreciente. Escribiendo
c=-1, tendremos:

AT >t =ut)=e®=¢'t,
Partiendo de una muestra que iniciallmente contiene N &omos de cierto

elemento radiactivo, d nimero N = N(t) de &omos vivos al cabo de un tiempo t,

de acuerdo con la ley de los grandes nimeros, deberd verificar la igualdad

aproximada N/Ng » e ' t; de donde la ley del decaimiento radiactivo:

N =Nge't,
de naturaleza estadistica.

Apéndice

El criterio de proporcionalidad de Eudoxo, enunciado en d libro V de Euclides,
aparece como una teoria axiomatica de las proporciones que torna superflua la
distincion entre cantidades conmensurables e inconmensurables —e gran escollo de
la geometria griega. El criterio de Eudoxo puede enunciarse asi:

Dos pares de cantidades homogéneas (A, B) y (C, D) tienen la misma
razon [A:B = C:D] si y solo si para cualquier par de enteros positivos
myn, entre mC y nD severifica lamisma relacion deigualdad o
desigualdad que existe entre mA y nB.

Epilogo

Yo sé de un laberinto griego que es una linea Unica, recta.
J.L. Borges

Guemes 3931. 1425 — Buenos Aires.
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