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1. Introduccién

Trabajos de investigacion sobre Matematica Educativa, procesos de evaluacion y acreditacion de
carreras de Ingenieria, ponen en evidencia el fracaso de los estudiantes en los cursos de primer afio
de la Universidad en estas carreras. Esta problematica, hoy ampliamente documentada, ha sido
objeto en los Gltimos afios de diversos estudios que buscan caracterizar sus causas con el propdsito
de generar alternativas que logren mejorar esta situacion. Se conoce que el trabajo en los primeros
cursos se torna dificil por multiples factores: sociales, educativos, politicos; que pueden influir en
forma directa en los fracasos de los alumnos, el desaliento de los docentes y directivos, las idas y
vueltas en la construccion de los disefios curriculares. Es mas, los problemas de articulacion entre el
nivel medio y el superior: el primero sujeto- hasta ahora- a una Ley de Educacion que suprime la
ensefianza de la Matematica en el Gltimo curso, y el segundo sujeto a la necesidad de lograr ciertos
niveles de conocimientos que desconocen el nivel de ingreso de los alumnos; constituyen un escollo
que agudiza la situacion antes descrita y se tornan en un obstaculo de no facil superacion.
En este marco, un andlisis sobre los programas analiticos de las asignaturas correspondientes a la
Formacion Bésica en Matematica en carreras de Ingenieria pone en evidencia que nuestra Facultad
pretende un alumno que, en el plano cognitivo logre, entre otras cuestiones:

v un pensamiento reflexivo,

v’ desarrollar la capacidad de razonar, conocer, comprender y aplicar los conocimientos

desarrollados,
v’ plantear y resolver problemas, interpretar el significado de las soluciones compatibles con la
realidad.

Sin embargo, parece que en la practica docente se desconocen los mismos y se promueven los
calculos y los procesos repetitivos haciendo que la distancia entre lo planificado y lo que realmente
se logra sea importante. Mas aln, generando separacion entre el campo conceptual y el algoritmico,
desjerarquizando el primero y ponderando el segundo. En el aula las propuestas surgen atendiendo
s0lo a los contenidos y desatendiendo las competencias. Los objetivos enunciados en las
planificaciones parecen imposibles de llevarse a cabo en el marco de la necesidad de abordar
contenidos y mas contenidos. La tarea del docente se transformar en una tarea de informacion ajena
a la formacién matematica que requiere un alumno de ese nivel. El profesor “informa”, el alumno
“recibe” y el proceso constructivo se ignora. Paulo Freire (1997) al respecto expresa: “La educacién
padece de la enfermedad de la narracién gque convierte a los alumnos en contenedores que deben
ser |lenados por el profesor, y cuanto mayor sea la docilidad del receptaculo para ser llenado,
mejores alumnos seran”.
Nuestro interés en esta comunicacion - realizada en el marco del proyecto trianual, iniciado en este
afio y radicado en la UNR: La significacion de los contenidos conceptuales en la ensefianza y
aprendizaje del Calculo en las carreras de Ingenieria 'y Agrimensura - es reflexionar sobre nuestra
actual practica docente. Estamos convencidas de que un buen manejo de los contenidos
conceptuales constituye un medio de superacion de las dificultades planteadas en el aprendizaje
pero también estamos convencidas de que nada va a cambiar sustancialmente sin cambios de las
teorias implicitas de los integrantes de la comunidad universitaria. S6lo a partir de que cada uno de
los diferentes actores institucionales reflexione sobre sus propias acciones y teorias para posibilitar
el proceso de conversion de sus representaciones en conocimientos, en objetos de analisis y
reflexion que abran la posibilidad de cambio de las teorias implicitas, las diferentes concepciones
podran conjugarse para llegar a una perspectiva que las contemple y en la que se resignifiquen los
aspectos positivos de cada una de ellas en un entramado Unico, nucleo de una nueva concepcion.



Teniendo en cuenta la complejidad de los contextos en los que los docentes desenvuelven su accion,
es natural que se construyan diversos supuestos respecto de la practica docente. Segun Bourdieu
(1997), el hecho de que la docencia es una actividad colectiva hace que en el interior de cada unidad
académica se configuren habitus o conjuntos de principios generadores de practicas distintas y
distintivas que también son esquemas clasificatorios, principios de clasificacion, principios de
vision y de division, aficiones diferentes que establecen diferencias entre lo que es bueno y malo,
entre lo que esta bien y lo que esta mal, entre lo que es distinguido y lo que es vulgar, etc”.

2. Algunos trabajos sobre Didactica del Analisis.

Para comenzar el trabajo indagamos sobre el estado actual de conocimientos acerca de la ensefianza
y el aprendizaje del Analisis Matematico. Buscamos entonces estudios realizados hasta el momento
y encontramos que la bibliografia existente es sumamente variada y muy rica. Los aportes se
refieren en general al Andlisis de una variable pero abarcan tanto cuestiones del Analisis en general
como de los distintos nucleos conceptuales: funcion, limite, continuidad, derivada, integral. Segun
Azcarate y Machin (2003) el interés por estos temas surgié en los afios noventa por la tendencia en
la Didactica de la Matematica a considerar la problemética del aprendizaje de la Matematica en
términos de procesos congnitivos y ya no como simple adquisiscion de competencias y de
habilidades. En particular, son numerosos los trabajos que abordan el tema de las dificultades que
los estudiantes universitarios tienen en esta area; plantedndose, en algunos casos, estrategias
superadoras.

Citamos algunos como material referencial, indicando aspectos relevantes.

* Rosa Maria Farfan Marquez (2005), en el Capitulo 7: Lenguaje algebraico y pensamiento
funcional, de Cantoral et al. (2005) (en colaboracién con Marcela Ferrari y Gustavo Martinez)
plantea como los objetivos inmersos en el campo conceptual del Analisis son particularmente
complejos en el nivel inicial del aprendizaje del Calculo. La hipdtesis central, desde un analisis
socioepistemoldgico a profundidad como el que se desarrolla en Farfan (1997) consiste en
asumir que previo al estudio del Céalculo se precisa la adquisicién de un lenguaje grafico que
posibilite, esencialmente, la transferencia de campos conceptuales virtualmente ajenos, a causa
de las ensefianzas tradicionales, estableciendo un isomorfismo operativo entre el algebra basica y
el estudio de curvas, mejor aun, entre el lenguaje algebraico y el lenguaje grafico.

* Ismenia Guzman R. (Universidad Catolica de Valparaiso) (1998) considera como referencia el
enfoque cognitivo basado en los registros de representacion semidtica y su incidencia en el
aprendizaje de nociones matematicas, en particular algunas propiedades de funciones. Este
enfoque ha sido desarrollado por Raymond Duval y se apoya en la nocion semidtica de registro.
Se consideraron registros grafico, algebraico (o formal) y lengua natural con los estudiantes de
primer afio de ingenieria, respecto a nociones relativas a funciones reales y el sentido que estas
nociones cobran para ellos. Un analisis de las respuestas de los estudiantes revela que estan
dadas en un solo registro, sin coordinar explicitamente dos o0 méas. Las respuestas se quedan en el
registro en el cual estd planteada la pregunta, o recurren al registro algebraico, con frecuencia
privilegiado en las clases.

* Michele Artigue (1995) en el Capitulo 6: “La ensefianza de los principios del Calculo: problemas
epistemoldgicos, congnitivos y didacticos” de Artigue et al. (1998) sintetiza los principales
resultados obtenidos por investigaciones didacticas promovidas por los obstaculos que
encuentran los estudiantes al iniciarse en el campo conceptual del Analisis y expresa sus
conclusiones. Algunas de esas dificultades estan ligadas a la nocién de limite, a lo geométrico, a
los recursos informaticos, a aproximaciones intuitivas, a la transposicion didactica, etc.

* Ricardo Cantoral (2005) hace una revision parcial del estado actual de la investigacion en
didactica del Analisis. Reflexiona sobre la ensefianza del Analisis Matematico, concebida de
diferentes maneras segun las épocas, los paises, los niveles educativos, los sistemas escolares.
Ejemplifica sus argumentos a partir de la nocién de curva, la de limite, la de derivada y la de
funcién. Diferencia, a pesar de la diversidad escrita existente, elementos comunes que conjugan
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diferentes visiones respecto de la ensefianza del Andlisis y distingue tres alternativas: la de
asumir el andlisis escolar como un aparato simbdlico que opera sobre variables, que se ocupa de
su optimizacién, de sus derivadas e integrales; la que lo piensa como un aparato formal que actla
sobre funciones reales, que centra su atencion en procesos infinitos y en las situaciones limite; y
la que entiende el Anéalisis como un terreno para la experimentacion que puede sacar provecho
de la tecnologia avanzada, trabaja sobre el reconocimiento de patrones, el empleo de
estimaciones y aproximaciones y se nutre fuertemente de la visualizacion.

Maria del Mar Moreno Moreno Departament de Matematica (UdL) (2005) Plantea, a partir del
conocimiento de las reformas de la ensefianza del Calculo en los diferentes paises de la
renovacion de los programas de la utilizacion sistematica de la tecnologia de la formacién
didactica y cientifica de los futuros docentes, de las numerosas y frecuentes experiencias puestas
en marcha por grupos de trabajo, profesores universitarios interesados y preocupados por la
calidad y eficacia de su docencia, su preocupacion por la resistencia al cambio. Se pregunta:
¢Donde radica la dificultad de la ensefianza de aplicaciones y de modelos de situaciones
proximas a la realidad? ;Qué pueden aportar las investigaciones de didactica de las matematicas
al proceso de ensefianza y aprendizaje en el ambito universitario? Reflexiona acerca de la
situacion actual de la ensefianza del célculo en la universidad, y hace una justificacion de la
necesidad e importancia de las investigaciones didacticas en el &mbito del conocimiento del
profesor, como motor del proceso de ensefianza y aprendizaje.

Matias Camacho Machin (2005) Universidad de La Laguna muestra las bases fundamentales de
dos secuencias para la ensefianza y aprendizaje de dos conceptos importantes del Analisis
Matematico haciendo un diferente uso de los CAS Derive y Maple V. La primera para el
concepto de integral definida, basada principalmente en un trabajo amplio de laboratorio y la otra
secuencia, mas teorica, en la que el papel del CAS es esencialmente diferente a la primera.

Laura Garcia Quiroga, Rosa Vazquez Cedefio, Moisés Hinojosa Rivera (2004) estudian las
dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion en estudiantes de Ingenieria. Encuentran
que las mayores dificultades yacen en las tareas de pasaje entre registros semidticos del concepto
de funcion, particularmente en el pasaje del registro grafico al algebraico. Sugieren - para la
superacion de estas dificultades - emplear més intensamente el registro grafico, e incluir
actividades de transferencia entre registros.

Carmen Azcarate Giménez y Matias Camacho Machin (2003) exponen las principales
caracteristicas del pensamiento matematico avanzado en el cual se enmarcan una gran parte de
las investigaciones en Didactica del Analisis. Muestran aportes de la investigacion en este
campo, analizan el papel de las definiciones en la Matemética Avanzada y exhiben la necesidad
de crear situaciones didacticas en las que las definiciones sean imprescincibles para superarlas.
Muestran también aportes en la linea de investigacion referida a las creencias y concepciones del
profesor en la ensefianza y el aprendizaje de conceptos del Calculo.

En todos los trabajos se percibe que hay razones suficientes para plantear y sugerir un cambio de
metodologia donde el alumno sea autor de su aprendizaje para obtener un mejor rendimiento
académico. Las distintas bibliografias coinciden en adherir a la valorizacién de los contenidos
conceptuales y ponderan el buen manejo de los mismos como herramienta Util a la hora de resolver
problemas (sin dejar de reconocer las dificultades que esto supone)

3. El concepto de derivada

3.1 Un analisis de la presentacion del concepto de derivada en diferentes textos universitarios.

En esta primera etapa del proyecto centramos nuestra atencién en la ensefianza del concepto de
derivada. Una realidad conocida por todos es la forma en que el docente universitario aborda,
habitualmente, la ensefianza de este concepto: enuncia la definicion, propone un ejemplo de
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aplicacion de la misma y enfrenta al alumno con el calculo de derivadas utilizando la definicion, lo
gue no deja de ser mas que un ejercicio algoritmico de limite con muy poco de motivacion y mucho
de mecanicismo. La clase magistral sigue siendo el soporte de la ensefianza en nuestras facultades y
ni siquiera la utilizacién de textos en el aula han podido reemplazarla. Méas aun, en general, los
textos presentan hoy introducciones del concepto de derivada que intentan que el alumno lo
comprenda (mas adelante hacemos un analisis de textos que corrobora lo dicho). A pesar de ello,
méas de una vez estas introducciones son salteadas por, al decir de los docentes, cuestiones de
tiempo, de masificacion, de desmotivacion de los estudiantes o bien, son expuestas por el docente
sin permitir que el alumno comience a ser participe en la construccion del concepto
desconociéndose la importancia que estas introducciones poseen como medio motivacion, de
construccion del conocimiento y de “ahorro™ de tiempo a posteriori.
En el caso que nos ocupa, el concepto de derivada, los resultados son indiscutibles: la aplicacion del
mismo como herramienta para resolver problemas termina siendo mecanica: "si dice marginal
derivo™; "si dice velocidad derivo", “si dice aceleracion derivo dos veces”,..., recordandonos a las
preguntas “;es de mas?”, “.es de menos?”, “;es de por?” en el caso del aprendizaje de Matematica
en los primeros niveles de la Educacion.
En nuestro intento de buscar formas alternativas para que el concepto de derivada sea construido
por el alumno de manera tal que el mismo surja como variacion de cambio de una magnitud
respecto de otra en un instante, observamos que nuestros argumentos no diferian en demasia de los
planteados en los libros que hoy se utilizan en la Facultad. Por ello, un primer analisis para este
trabajo consiste en indagar el tratamiento del tema en diferentes textos que de manera habitual
aparecen en la bibliografia de Analisis Matematico | o de Analisis Matematico Il o bien como
textos guia o bien como textos de profundizacion de contenidos. Describimos a continuacion en de
forma muy breve, lo que observamos en los textos que indicamos.

v Bers Lipman (1969) Calculus Librery of Congress USA. Se realiza la introduccién historica
de derivada como pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.
Ademas de esta aplicacion geométrica se muestra la aplicacién fisica pero el texto no presenta
otro tipo de aplicacion.

v' Courant-John. (1971) Introduccion al Calculo y al Analisis Matematico. Ed. Limusa
Mexico. El cociente de incrementos surge como pendiente de rectas secantes y la unica
interpretacion de la derivada es la geométrica.

v' Karel de Leew (1972) Calculus Editorial Universitaria de Buenos Aires. Se inicia el capitulo
de derivada en el problema geométrico de definir la recta tangente a una curva. (Parrafo 2.1). Se
contintia con el problema de la fisica: la velocidad. (parrafo 2.2) A partir de estos problemas se
define derivada de una funcion (parrafo 2.3) e inmediatamente, como un pérrafo méas (parrafo
2.4) se presenta el concepto de tasa de variacion como fundamental en todas las disciplinas
cientificas en una importante propuesta de problemas al respecto (a pesar de que todavia no se
introdujo el algebra de derivadas

v' Rabuffetti, Hebe "Introduccién al Analisis Matematico' (1972) de, Editorial el Ateneo,
Buenos Aires. Se presenta la definicién después de una muy corta introduccion donde solo se
comenta que: " Para introducir dicho concepto se recurre generalmente a dos problemas: uno
fisico y el otro geométrico. El primero es el calculo de la velocidad instantdnea de un mévil y el
segundo la definicidn de la recta tangente a la curva". Al finalizar el capitulo se exhiben ambas
aplicaciones (Geométrica y Fisica). No se muestra otra posibilidad de aplicacion de la derivada.

v' Larson, R — Hostetler, R — Edwards, B (1995) “Calculo y Geometria Analitica”- Editorial
McGraw-Hill. Enumera inicialmente los problemas historicos relacionados al concepto de
derivada y se aboca al problema de hallar la recta tangente (problema que ya habia sido
presentado en el capitulo anterior correspondiente a Limites y sus propiedades), sin presentar
ninguna situaciéon motivadora. Queda asi expuesto el concepto de derivada en torno al calculo de
pendientes. En la seccidn segunda se ocupan de las aplicaciones fisicas de la misma: velocidad,
aceleracion y otras razones de cambio. Luego se procede a la enumeracién y demostracion de
reglas de derivacion, aspecto solamente procedimental del tema. Por Gltimo, en la séptima y



ultima seccion, se expone una adecuada cantidad de situaciones problematicas diversas en donde
la derivada aparece como una razon de cambio instantaneo (razones relacionadas).

v’ Stewart, James “Calculo” (1999) — International Thomson Editores. El Capitulo 2 del texto
se denomina: Limites y derivadas. Se inicia con el problema de la tangente y el de la velocidad
instantanea y se muestra la intima relacion existente entre los mismos. La palabra limite es
utilizada de manera natural en esta instancia para luego darse una idea intuitiva de dicho
concepto. Con esta idea al finalizar el capitulo se retoman las ideas de tangentes, velocidades y
otras razones de cambio definiéndolas con precision a partir de la nocién de limite. La nocién de
derivada no es mas que dar nombre a una idea muy trabajada y con significado en distintos
contextos.

v' Thomas, George “Calculo” Una variable (2006) Ed. Pearson. Las razones de cambio se
introducen de manera significativa en el capitulo: Limite y Continuidad (capitulo previo al de
Derivada). En la primera seccion de este capitulo se abordan los conceptos de razones de
cambio promedio e instantanea para introducir, a partir de las mismas, la idea intuitiva de limite.
Se interpretan dichas razones geométricamente como pendiente de rectas. A partir de un
ejemplo de crecimiento poblacional, buscando el crecimiento ya no en un intervalo sino en un
dia conecta las razones de cambio promedio en intervalos con la interpretacion geométrica
(pendiente de rectas secantes). De esta manera, muestra de manera intuitiva que las razones
instantaneas y las pendientes de las rectas tangentes son conceptos intimamente relacionados.
Recién hecho esto introduce la nocion intuitiva de limite. Dentro del mismo capitulo de Limite y
Continuidad se define en el parrafo final el concepto de recta tangente. En el capitulo de
Derivada ésta se define sin ninguna introduccion ya que el limite planteado ha cobrado
significado en el capitulo anterior.

Hemos ordenado los textos segun el afio de edicion. Esto nos muestra como fue evolucionando la
forma de abordar el tema a través de los afios, notdndose en las ediciones méas actualizadas una
preocupacion de los autores por lograr la construccion del concepto a partir del andlisis de
diferentes significados que puede mostrar el mismo segun el contexto. Sin embargo, esa
modificacién de los textos no contribuy6 a modificar la situaciéon ya que no ha logrado pasar a los
docentes. Efectivamente, este es un camino mas lento ya que implica el cambio de supuestos muy
arraigadas en el pensamiento de los mismos donde suelen distinguirse los aspectos conscientes de
los implicitos, que no constituyen pensamientos articulados que el profesor esté en condiciones de
verbalizar. Sin embargo, esta no es una tarea simple, acceder al pensamiento de los profesores en
relacion con las concepciones sobre la ensefianza de este tema requerira aproximarnos al
conocimiento implicito, a las creencias, valores y teorias de los profesores y esto es una parte de
nuestro proyecto de investigacion en via de estudio. Lo que si somos conscientes que si el cambio
se encuentra solo en los textos es muy facil que el docente "saltee" las partes del texto que implique
una modificacion de su quehacer habitual. Consideramos que la posibilidad de cambiar la
ensefianza sin cambiar las creencias que en ésta subyacen es dificil, pues sin conciencia de las
razones que alientan la practica docente es complejo modificar aspectos de la misma con el fin de
mejorarla. De esta manera, se hace necesario conocer las concepciones que sobre la ensefianza y el
aprendizaje del Calculo poseen docentes, alumnos y graduados; parte importante de nuestro
proyecto que esta en los comienzos de su estudio.

La lectura minuciosa de los ultimos textos de Calculo y el conocimiento del uso que mas de un
docente hace de los mismos, salteando las partes que permitirian comprender el concepto; obviando
las partes de trabajo de construccion del concepto por parte del alumno, permite inferir que estamos
ante una situacion que da lugar a mas de una pregunta. ¢Por qué utilizamos un texto buscando en él
solo lo que estamos acostumbrados a dar o aquello que nos ensefiaron?; ¢por qué cuesta adaptarnos
a formas novedosas de ensefianza?; ¢por qué hay interés en entender como evoluciona el proceso de
construccion del conocimiento pero esto no se traduce en el aula?; ;por qué no intentamos
transformar el conocimiento cientifico en conocimiento que los alumnos puedan aprehender a partir
de su accionar con situaciones o problemas?; ¢ por qué "contamos" los conceptos sin permitir
proceso alguno de elaboracion por parte del alumno?; ¢, por que..., por qué,...?



La lista de los por qué puede ampliarse, y también conocemos las respuestas que, generalmente los
docentes damos a los mismos y que tienen como protagonistas a las palabras masificacion, falta de
tiempo, falta de conocimientos previos, y un sinnimero de dificultades relacionadas con lo social o
lo escolar pero que pocas veces incluyen al proceso mismo de ensefianza.

3.2. Una experiencia aulica

En el afio 2003 presentamos (Cattaneo, Gonzélez, Introcaso) una propuesta sobre la ensefianza de la
derivada y los motivos que nos llevan a buscar y enfoques superadores. En dicho trabajo hicimos un
andlisis de las dificultades que presentan los alumnos en la comprension del concepto de derivada, y
presentamos algunas estrategias para intentar salvarlas. Dentro de estas estrategias nos detuvimos
en la utilizacion de la herramienta computacional y mostramos que permite visualizar
dindmicamente cuestiones que no son faciles de dibujar en la pizarra ni de imaginar. Nos centramos
en una metodologia constructivista de incorporacion de conocimientos, basada en la idea del
aprendizaje helicoidal, y propusimos como cuestiones significativas: la diferenciacion entre los
aspectos conceptuales y los algoritmos de célculo, la identificacion de la derivada como variacion
instantanea, y la necesidad de distinguir la funcion derivada de la pendiente de una recta.
Estudiando los diversos problemas que segin nuestra experiencia los alumnos evidencian,
propusimos algunos ejemplos.

Hicimos también hincapié en la necesidad de trabajar con profundidad el calculo de razones medias
e instantaneas de cambio de una funcion, abordando temas diversos: marginalidad, elasticidad,
caudal, densidad lineal, cargas eléctricas, velocidad de reaccion; variacion, en general, de cualquier
magnitud respecto de otra. Asi, el problema anterior podria reemplazarse por uno andlogo donde las
magnitudes fuesen otras.

Planteos analogos al propuesto en dicho trabajo se encuentran en diferentes textos de Célculo. Sin
embargo, como ya mencionaramos, estos son salteados mas de una vez por los docentes. La
variable tiempo juega para el docente un papel muy importante. EI docente planifica, en general, sus
actividades segun tiempos predeterminados que tienen que ver con lo que se supone “puede darse
en una clase” y sin pensar en el tiempo de construccién del conocimiento. Es claro que la
construccion del conocimiento lleva tiempo; el hecho de que los alumnos puedan resolver un
problema por si solo no garantiza que el concepto haya sido aprehendido.

Con el fin de corroborar esta afirmacion llevamos a cabo una experiencia aulica en una de las doce
comisiones de Analisis Matematico |, asignatura cuatrimestral de primer afio de las carreras de
Ingenieria de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de Rosario
que tiene una carga horaria de 7 (siete) horas semanales. Lo hicimos en abril de 2007 cuando los
alumnos de esta comision - como los de todas las restantes- habian estudiado los primeros
conceptos de la unidad Funciones Reales: definicion, paridad, grafica de funciones elementales,
grafica de funciones por desplazamientos de gréaficas de funciones elementales, funciones biyectivas
en el curso de ingreso y los habian profundizado durante las primeras cuatro semanas de clases. En
esta situacion propusimos, para que los alumnos trabajen por grupo, el siguiente problema cuyo
enunciado pretende guiar al alumno en su razonamiento para que descubra con qué concepto
geométrico se relaciona la velocidad media y comience a utilizar las primeras ideas que le
permitiran construir la nocién de limite.

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba, y la ley que rige su movimiento es
r(t)=20t-5t%, donde t se mide en segundosy r en metros.

a) Determine el dominio y el recorrido de esta funcion. Considere, para ello que partié de
una altura 0 en el instante t=0

b) Esboce la gréfica de la funcién r

C) ¢A qué altura se encuentra la pelota luego de transcurridos 2 s?

d) ¢En qué momento llega a su altura maxima?



e) ¢En que momento retorna al suelo?

f) ¢Podria determinar la velocidad media de la pelota en el intervalo transcurrido entre 2 'y
4s?; ¢Y en el intervalo que vade 2 a 3s?; ;Y en el intervalo que vade 2 a 2.5 s?

i) ¢Con qué concepto geométrico se relaciona la velocidad media?

j) ¢Podria intuir la velocidad instantanea de la pelota en el instante t =2 s?

La resolucion del mismo no trajo dificultades, los alumnos trabajaron solos salvo en el item i)
donde la intervencion del docente a cargo del curso fue importante. Una vez que los alumnos
resolvieron el problema el docente a cargo del curso dio las primeras nociones sobre la idea
intuitiva de limite de una funcién en un punto.

Una semana después de haberse realizado y discutido este problema propusimos el siguiente:

Dos atletas se disponen a correr los 100 metros planos. Las distancias s (t)y s, (t) que cada
100t*
100+t

uno de ellos recorre a los t segundos esta dada por s (t) = étz +8ty s ()=

Determine quién gana la carrera y cudl es el més rapido al cruzar la meta.

Es habitual que los docentes supongamos que el haber trabajado toda una clase con un problema
guiado, en el cual la actividad del estudiante fue importante - planteo poco frecuente en la practica
cotidiana - hace que el objetivo de dicho problema se cumpla. En este caso, podria suponerse que el
alumno intentaria utilizar la idea de aproximacion trabajada en el problema 1, para "acercarse™ a la
velocidad en el instante en que se cruza la meta.

Los alumnos trabajaron 1 hora 40 minutos. Lo hicieron de manera anonima y con mucho empefio;
ningun alumno se retird del aula antes de ese tiempo y se los veia trabajar hasta — podriamos decir —
con entusiasmo. Mas aun, cuando se les solicité que entreguen la hoja donde habian trabajado
algunos pedian unos minutos mas para "terminar de redactar las respuestas’.

3.3. Resultados de la experiencia

De los 55 alumnos que realizaron el trabajo, 53 contestaron la primera pregunta correctamente. El
procedimiento de igualar las respectivas distancias a 100 fue utilizado por la mayoria de los
alumnos. S6lo 3 respondieron a partir de observar las graficas de las funciones y 2 vieron en una
tabla espacio- tiempo que a los 10 segundos el primer corredor alcanzé la meta y el segundo no.

Confirmamos con esto los resultados del trabajo de Ismenia Guzman (1998) respecto de que los
alumnos tienden a responder en el mismo registro en el que fue planteado el problema.

Sobre la segunda pregunta, no respondieron la misma 13 alumnos de los cuales 10 no intentaron
nada para responder. Ademas, 4 alumnos supusieron que el que gana tiene necesariamente mayor
velocidad al cruzar la meta. Clasificamos los restantes casos segun los recursos que los alumnos
utilizaron en su intento de dar una respuesta

¥ concepto de derivada

Los que ya conocian el concepto derivada, expresaban que: "el problema no puede resolverse
sin el conocimiento de derivada™. 5 alumnos utilizan las reglas de derivacion.

¥ concepto de velocidad media.

* 10 alumnos buscan la velocidad media en un intervalo "cercano™ al tiempo en el cual cada
corredor alcanza la meta y considerando el mismo como extremo superior del intervalo. Uno
solo de ellos aclara:"S bien no puedo asegurar la velocidad en € instante del cruce de meta, si
puedo estimar que el segundo corredor tenia una mucho mayor velocidad que € que gana”



* 10 alumnos buscan la velocidad media de cada corredor considerando los 100 metros recorridos
y la toman como la velocidad con la que cruzan la meta.

* 2 alumnos utilizan la nocion de limite del cociente incremental para s, (funcion polindmica cuya
se derivada se calcula en forma sencilla por definicion), y en s, (funcién cuya derivada es mas

dificil de calcular a partir de sus conocimientos) buscan la velocidad media en un intervalo que
tiene a 10,51- tiempo en el que el 2° corredor llega a la meta-como extremo superior del
intervalo. (Estos alumnos evidentemente poseen ya los conceptos de limite y derivada).

v gréfica de funciones

De los 8 alumnos que respondieron observando las graficas encontramos que solo 4 comparan las
pendientes de las rectas tangentes. Los 4 restantes responden con errores conceptuales como, por
ejemplo confundir velocidad con posicién (3 alumnos) o velocidad instantanea con aceleracion (1
alumno)

3.4. Reflexiones sobre los resultados de la experiencia
Respecto de la primera parte del problema: averiguar quién gana la carrera.

El planteo algebraico que los alumnos realizan para ver quién gana la carrera presupone comprender

qué representa la funcion y esto fue bien realizado por casi todos los alumnos.

Sin embargo, muchos alumnos realizaron, ademas del planteo algebraico, la grafica de las

funciones. Nos preguntamos aqui por qué realizaron estas graficas: ¢necesitaban corroborar

"visualmente" lo obtenido algebraicamente?, ;pensaron en el problema de la clase anterior en el que

en primera instancia se les pidid graficar?, ;no pudieron “despegarse” de la forma de trabajar en el

capitulo de funciones? Estos interrogantes no pueden tener respuesta a partir de esta Unica

experiencia, pero son problemas que no podemos desconocer.

Consideramos importante destacar que:

a) Las graficas fueron realizadas utilizando tablas de valores. Esto sorprende pues se insiste que
éste no es un método valido que permita obtener la "forma" de la gréfica.

b)  En general los alumnos realizan las graficas luego de haber obtenido la respuesta de manera
algebraica. Ninguno dio la respuesta mostrando que las utilizaba.

c) Algunos alumnos, al ver la seccion de pardbola "estirada”, suponian que la grafica de la
funcion s, era la de una recta.

Debemos también destacar que las ecuaciones estan bien resueltas y que todos los alumnos
desestimaron las soluciones negativas.

Respecto de la segunda parte del problema: averiguar quién cruza la meta con mayor
velocidad.

Ver como el alumno abordaba esta parte del problema era nuestro objetivo. En particular
pretendiamos ver si habian logrado diferenciar, a partir del problema presentado en la clase anterior,
los conceptos de velocidad media e instantanea.

Ningun alumno intentd "acercarse” al instante en que el corredor cruza la meta considerando
diferentes intervalos de tiempo con amplitudes cada vez menores. Esta cuestion que quizas parezca
dificil de realizar sin la intervencion del docente tenia, en este caso, un gran aporte previo: la
resolucion del primer problema guiado propuesto a los alumnos.

Consideramos esta experiencia un aporte para la reflexion sobre nuestro trabajo aulico. De ninguna
manera intentamos ser categoricos sobre los resultados obtenidos, cuando sabemos que hemos
trabajado en un Unico curso y con un solo tema que, en especial, conlleva dificultades propias de
dificil superacién. Corroborar la dificultad que encierra el concepto de limite, la que conllevan los
conceptos no estaticos, no era nuestra intencion pero no podemos dejarla de lado a la hora de
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realizar el trabajo. Si podemos concluir que este grupo de alumnos no pudo incorporar, con el
primer problema, conceptos que tienen que ver con el dinamismo de la idea de limite.

4. Conclusiones

La experiencia llevada a cabo permitié poner una vez mas en evidencia supuestos implicitos: el
docente supone que un concepto fue aprendido a partir del trabajo realizado en clase; el alumno lo
desconoce como un recurso valido para la resolucion de un problema.

Evidentemente el nuevo concepto aun no es tal pues no ha podido ser integrado en una red
significante que permita que el mismo se articule a otros y se relacione con ellos, alcanzando la
movilidad necesaria dentro de su sistema cognitivo. Pero, ¢por qué sucede esto?

Como plantea Vergnaud el tiempo de formacion de un concepto y de su anclaje en el aparato
psiquico no es el tiempo de exposicion de una clase; ni siquiera de varias; se requiere de un extenso
periodo de elaboracion de dicho concepto para que el mismo pueda vincularse a otros dentro de la
red significante que ha de integrar. Esto nuevo que ha de incorporarse debe entrelazarse en una red
conceptual que pueda ser puesta en juego cada vez que el sujeto se enfrenta con una problematica
que le es novedosa.

Se requiere entonces la presentacion reiterada de situaciones que sirvan de contexto vinculante,
contexto que dara pleno sentido y significacion al concepto en proceso de construccion, situaciones
que deben ser diversas y variadas, y que deben permitir que el concepto “por ser”, el concepto en
vias de formacion pueda articularse de modos diferentes a los otros conceptos preexistentes. Repetir
situaciones no implica aqui decir que una propuesta didactica serd una copia exacta de la anterior;
todo lo contrario: cada situacién didactica que el docente proponga en forma reiterada a sus
alumnos con el fin de promover la operativizacién del concepto a construir debe ser novedosa e
innovadora. De acuerdo con Vergnaud, un concepto es operativo cuando permite abordar
situaciones nunca encontradas previamente. Es por esto que el concepto que procuramos que el
alumno aprenda, debe aparecer en una gran variedad de situaciones y en cada una de estas
situaciones deben surgir relaciones (por analogia o por oposicion) con todos los otros conceptos
constitutivos de su campo conceptual. En cada situacion donde se enfrente al alumno con una tarea
cuya finalidad es la adquisicion del concepto, el alumno adquirird solamente “parcialidades”
conceptuales que seran organizadas por las conexiones entre situaciones, los juegos de similitudes y
diferencias, de ruptura, de complejidad y de deslizamiento de sentido, lo que no se puede adjudicar
a la l6gica del conocimiento construido, sino a la de un conocimiento en vias de apropiacion.

La figura del docente es aqui insustituible: es el actor que tiene a cargo la presentacion de los
distintos escenarios didacticos que sostengan y propicien la articulacion del concepto por aprender
con todos los otros significantes de la red conceptual que ya han adquirido significado dentro de ella
y gque gozan del status de teoremas y/o conceptos en acto.

Claro esta que esta reiteracion de situaciones didacticas no idénticas unas a otras, que favoreceran la
construccion de un concepto, insume un tiempo mas que razonable y en las condiciones presentes
de nuestros planes de estudio el tiempo es una variable de dificil modificacion. Tenemos extensos
programas a “desarrollar” en un tiempo preestablecido que no tiene en cuenta las caracteristicas de
gestacion y surgimiento de los conceptos como tales. “Desarrollo” que por otra parte expulsa -desde
su concepcion- al alumno como protagonista del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En este sentido, creemos que es importante lograr que los docentes reconozcan la necesidad de
devolver el protagonismo en el proceso constructivo a quien verdaderamente debe ser el actor
principal: el alumno. Debemos respetar sus tiempos de aprendizaje y dar lugar a una relacion
dialéctica de enriquecimiento mutuo que favorezca el intercambio de ideas. So6lo asi se dara lugar al
proceso de “accion en situacion” que es la base y el criterio del pensamiento conceptual. El docente
debe guiar, no liderar. Su presencia es fundamental para responder a los interrogantes que los
alumnos plantean en su intento por dar significado a este nuevo concepto e integrarlo en una red de
relaciones; y fundamentalmente el docente tiene por funcion sancionar las respuestas y soluciones
halladas por los alumnos como validas o erroneas y en este Ultimo caso debe reconducir al alumno a
la busqueda de nuevas opciones.



¢Qué es lo que hoy generalmente se lleva a cabo en el aula? En el mejor de los casos, la situacion es

la que describimos en la experiencia ulica:

Problema El docente Se deducen Solo se
guiado para considera el y evallian
construir un g concepto @ comienzan a @ algoritmos

concepto construido utilizar

algoritmos

Sentimos la obligacion de aclarar que no estamos proponiendo dejar de lado el aspecto
procedimental ni las tareas que induzcan la mecanizacion en el uso de los algoritmos de resolucion.
Por el contrario, este aspecto conforma una parte sustancial del proceso de ensefianza-aprendizaje
sin el cual los conceptos no pueden volverse operativos. Es sabido que el aspecto procedimental por
si solo no favorece el desarrollo cognitivo 6ptimo de nuestros alumnos y la independencia
intelectual necesaria para el fortalecimiento de la intuicion y del pensamiento formal.

Se puede argumentar que la escuela primaria y media debieron haber concluido exitosamente este
proceso. A esta objecién respondemos: en primer lugar, la realidad aulica diaria nos muestra con
claridad que esto no es asi y de alguna manera los docentes universitarios de los primeros afios
debemos tomar partido en esto e intentar revertirlo; en segundo lugar, aunque el ciclo de formacion
del pensamiento formal y el desarrollo de la intuicion hubieran concluido con éxito, creemos que en
el ciclo basico universitario debieran consolidarse las redes significantes de los diversos campos
conceptuales que por su complejidad no pudieron hasta este momento transformarse en saberes. Tal
es el caso de la derivada, que forma parte — de acuerdo a la teoria de Vergnaud — del campo
conceptual de la dinamica.

Pretendemos compartir las primeras reflexiones de nuestros estudios, con el objetivo de encontrar
voces que se sumen a esta inquietud y nuestro proyecto pueda repetirse también en otras Facultades
para poder asi comparar experiencias y resultados. Pensamos que el profesor no puede ser
considerado un mero ejecutor de los cambios, debe ser una persona capaz de inducirlos a partir de
sus conocimientos, sus creencias, sus teorias, y, para ello debe permitirse recapacitar sobre su
practica y debe permitirse no ser el centro de las mismas. Por supuesto, muy probablemente para
lograr esto deba también tener que comprometerse para pugnar por condiciones de trabajo que le
permitan cumplir con sus propuestas.
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