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Resumen

En la Parte | se introdujeron simultaneamente las proposiciones,
funciones proposicionales y sus conjuntos de verdad. Cada conectiva
definida mediante una tabla de verdad, se relacion6 con la operacion
entre conjuntos correspondiente. Las tautologias se utilizaron para
diferenciar & condicional de la implicacion légica, asi como €
bicondicional de la equivalencia légica.

En esta Parte Il dd trabgjo, se analizan las tautologias y las formas de
razonamiento vélidas, se relaciona d cuantificador universal con la
conjuncién y la interseccion de familias de conjuntos. Anélogamente,
se procede con d cuantificador existencial relacionandolo con la
disyuncion inclusiva y la union de familias de conjuntos. Se destacan
la diferencia entre demostraciones por € contrarreciproco y por €
absurdo y la importancia en € orden en que se escriben los
cuantificadores en Matematica.

La numeracion de los paragrafos asi como de las tablas continda la
numeracion de la Parte |, por cuanto las dos partes estén estrechamente
relacionadas constituyendo entre ambas la totalidad del trabajo.

6. Tautologiasy Formas de Razonamiento Validas

En las tablas consideradas los valores de verdad de la proposicion compuesta
definida mediante conectivas, dependia de los valores de verdad de las
proposiciones P y g que laformaban. Hay algunos casos en que la tabla de verdad

toma Unicamente uno de los valores F o V. En las contradicciones toma Gnicamente
d valor F, por gemplo, en pU(@p) y en (pUq) ® [(@p) U(Za)]. En las
tautologias, como las vistas en los paragrafos 5.4 y 5.5, toma tnicamente el valor V.
Otros gemplos de tautologias son € principio del tercero excluido pU(@p) vy los
principiosdeidentidad p® py p« p.

Las tautologias permiten probar la validez de razonamientos. Para dlo, se toma

como antecedente de la implicacion la conjuncion de todas las proposiciones que
constituyen sus premisas y como consecuente la conclusion, comprobandose asi que
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es una tautologia. Esto asegura que de la verdad de las premisas se deduce la verdad
de la conclusion. Por gemplo, la validez del modus ponens,

pP® q

p

q
resulta de la tautologia [(p® q)Up]® g, como se observa en la Tabla 18.

P|a|P®a| (p®qUp| [(p® qUp|® q
V |V V V V
V| F| F F Vv
F |V V F V
FIF| Vv F Vv
Tabla 18

Puesto que la ultima columna de la tabla tiene Unicamente @ valor de verdad V, se
obtiene que [(p® qu p]® g es una tautologia, es decir, (p® g) U p implica
|6gicamente ¢, que en forma simbdlica se denota [(p ® qU p] P q.
Recordemos que, segiin afirmamos en 5.3, la forma de razonamiento

poq
@p

q

llamada silogismo disyuntivo, es védlida tanto para la disyuncion inclusiva como
parala exclusiva. Esto puede comprobarse en la siguiente tabla de verdad.
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R (pUq)U(Dp) .
%) u N LN
P @p |l Pud| pNa | s am [(poq)U(@p)]® q
V F V V F F V
V F F V V F V
F V V V V V V
FIV |F| F F F Y
Tabla19

Como puede observarse en la Tabla 19, hemos utilizado una misma columna para
(pUq)U(Dp) y para (pNg) U(Dp) pues tienen los mismos valores de verdad.
Asi, vale la equivalencia l6gica [(pUq) U(@p)] U [(pNa) U(Bp)]. De alli que
podamos resumir en la Ultima columna los valores de verdad de
[( poq)U (@p)] ® q donde € “0" puede remplazarse por la disyuncién inclusiva
asi como la exclusiva. De esta forma, [(p o q) U(2p)]® q es una tautologia y e
silogismo disyuntivo es una forma de razonamiento vélida. Para destacar la
implicacion l6gica escribiremos [(p o q) U(@p)] P q.

Otra forma de razonamiento valido es d silogismo hipotético,
pP® q
q® r
p® 1

El mismo se obtiene de la tautologia [(p® qQU(@Q® r)]® (p® r), como
puede verse en la Tabla 20.

[(p® q)U(a® n]®
® (p® 1)

-
=

(P® q)U(@@® r) | P
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Tabla 20
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Si destacamos la implicacion 16gica tendremos
[(p® q)U@® NP (p@T).

7. Cuantificadores

Vamos a hacer un estudio de los cuantificadores universal y existencial que
constituyen una herramienta de gran utilidad en Matemética, por cuanto permiten
expresar las definiciones con una notacion precisa 'y que por lo tanto no se preste a
ambigliedades. Si embargo, € lenguaje cologuial no debe descuidarse y es
conveniente que € alumno esté acostumbrado a ambos lenguajes por cuanto en
algunos casos d uso correcto de los cuantificadores puede resultar un poco
dificultoso, siendo preferible en ese caso utilizar d lenguaje coloquial en lugar de
hacer un uso inadecuado de los mismos.

7.1. Cuantificadores universal y existencial

Consideremos una forma proposicional a(x) donde x1 U :{>(1,x2,...,xn}. Al
reemplazar la indeterminada X por un eemento xiT U obtendremos una
proposicion a(x ) que podra ser verdadera o falsa. Si tomamos todos los valores
X, X, Xy 1 U, la conjuncion  a(x) Ua(x,) U...Ua(x,) serd verdadera
Unicamente s cada una de las proposiciones a(x),a(Xy),...,a(X,), que
intervienen en la conjuncion es verdadera. En este caso la conjuncion
a(x)Ua(x,) U...Ua(x,) significard que para todo %1 U e a(x) una
proposicion verdadera. Esto se simbolizara mediante (" x1 U) [a(x)], que se lee
“para todo xI U se cumple a(x)”. El simbolo " se lee para todo y se llama
cuantificador universal. Puesto que la forma proposicional a(X) tiene como Unica
variable X, la expresion cuantificada (" x1 U) [a(x)] €S Una proposicion. Si bien
la introduccion de este cuantificador fue hecha partiendo de un conjunto universal
finito, sigue siendo vélida cuando € universal es un conjunto infinito, en cuyo caso
estamos ante una conjuncion de las infinitas proposiciones que se obtienen al
reemplazar la indeterminada por cada uno de los ementos de conjunto universal
considerado. En tal sentido cabe destacar que para representar € cuantificador
universal puede también utilizarse en lugar de “" ”, @ simbolo en mayUscula de la
conjuncion “ U” como lo hace Kuratowski, K. (1966).
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Dada la funcién proposicional a(x) y su conjunto de verdad A={ xI U :a(x)},
resulta la equivalenciade (" xT U) [a(x)] con A=U .

Sabemos que s Al U y Bi U, AgB={xiuU:xi AUXI B}.
Andlogamente, si la familia (A)m es tal que ("il I)[Ail' U], entonces
I A={xi u:il n[xi A]}.

T

Si seguimos los pasos que nos llevaron a cuantificador universal podremos
introducir € cuantificador existencial. Consideremos nuevamente una forma

proposicional a(x) donde xI U ={x1,x2,...,xn}. Si tomamos todos los valores

X, X, Xy 1 U, la disyuncién inclusiva a(x)Ua(xy) U...Ua(x,) sera
verdadera si 8 menos una de las proposiciones a(x),a(x,),...,a(X,) esverdadera
De esta forma la disyuncién a(x) Ua(x,) U...Ua(x,) significard que existe
agin x T U ta que a(x) es una proposicién verdadera. Esto se simbolizara
mediante ($x1 U)[a(x)], que se lee “existe algin x1 U tal que a(x)”. El
simbolo $ se llama cuantificador existencial. Puesto que la forma proposicional
a(x) tiene como Unica variable X, la expresion cuantificada ($x1 U) [a(x)] e
una proposicion. Como en d caso dd cuantificador universal, la introduccion de
este cuantificador fue hecha partiendo de un conjunto universal U finito; no
obstante, sigue siendo valida cuando € conjunto universal U es infinito, en cuyo
caso se trata de una disyuncion inclusiva de las infinitas proposiciones que se
obtienen a reemplazar la indeterminada por cada uno de los e ementos del conjunto
universal. Cabe destacar que para representar € cuantificador existencial puede
también utilizarse en lugar de “$”, d simbolo en maylscula de la disyuncion
indlusiva® U como lo hace Kuratowski, K. (1966).

Consideremos la forma proposicional a(x) y su conjunto de verdad
A={xi U:a(x)}.

Evidentemente, ($x1 U)[a(x)] esequivalentea A f .

Sabemos que s Al U y Bi U, AEB={xI U:xi AUxi B}.
Andlogamente, si la familia (A)m es tal que ("il I)[Ail' U], entonces
U A ={xi u:sil [xi Al}.
i
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La introduccién de los cuantificadores se hizo partiendo de un conjunto universal o
referencial U finito para luego pasar a caso infinito. Lo Unico que importa es que
Uutf.

7.2. Negacion de cuantificadores

Ahora veremos la negacién de cuantificadores de una funcion proposicional a(x) ,
mediante su conjunto deverdad A={ xT U :a(x) }.

(i) Sabemosque (" x1 U) [a(x)] es equivalentea A=U . En consecuencia,

(" xi U) [a(x)] equivalente a A U, lo cua es equivalente a A1 U(, es
decir, AC f , lo cual equivalea ($x1 U) [@a(x)]. Luego:

2" xT U)[a(] U ($x1 U)[@a(x)].

(i) Vimos que ($x1 U) [a(x)] esequivalentea A f . En consecuencia,

@($x1 U) [a(x)] equivalentea A=f , lo cua es equivalente a AC=T (, es decir
AC=U , locual equivalea (" xT U) [@a(x)]. En consecuencia

A$xi U)[a()] U (" xT U)[@a(x)].

Ahora vamos a analizar mediante los conjuntos de verdad € caso en que partimos
de la proposicion (" x1 U) [b(x) ® c(x)], donde los conjuntos de verdad de las

funciones proposicionalesson B ={ xT U:b(x)} y C={ x1 U:c(x) }.

En o pardgrafo 5.4, vimos que (" x1 U)[b(x) ® c(x)] es equivalente a
B(E C =U . En consecuencia, obtenemos la siguiente cadena de equivalencias
l6gicas:

(" x1 U)[b(x)® c(x)] equivdle a B(EC! U; por complementacion de
ambos miembros, [B¢E C] “f, que es equivalente a BCC( f , lo cual es
equivalentea ($x1 U) [b(x) Uﬁc(x)]. De esta forma resulta:
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2" x1 U)[b(x)® c(x)] U ($xT U) [b(x) UBc(x)].

Estimamos que € uso de los conjuntos de verdad de las formas proposicionales
ayuda a la mgor comprension de la negacion de los cuantificadores por parte del
alumno.

En muchos casos los alumnos confunden las demostraciones por € contrarreciproco
con aquélas que son por d absurdo. El lenguaje simbdlico ayuda a diferenciar las
unas delas otras.

Si tenemos un teorema de la forma (" x1 U) [p(x) ® q(x)], su demostracion por
e contrarreciproco consiste en demostrar (" x1 U) [(@q(x)) ® (ﬁp(x))] en cuyo
caso no setrata de llegar a ninguna contradiccion ni absurdo.

Sabemos, por la Tabla 10, que

¢ x1 U)[px)® q(x] U (" xT U)[(@p(x)Uq(x)].

Asi, s efectuamos la demostracion por € absurdo, supondremos que

2(" x1 U) [p(x) ® q(x)]. es decir que B(" xI U) [(@p(x)) Uq(x)]. Teniendo en
cuenta cdmo se efectlia la negacion de cuantificador universal, resulta la proposicion
equivalente ($x1 U)Q[(@p(x))Uq(X)] que por una de las leyes de De Morgan es

equivalentea ($x1 U) [p(x) U(ﬁq(x))]. De estaforma, al efectuar la demostracion por

el absurdo se trata de llegar a partir de esta Ultima proposicion a alguna contradiccion con
definiciones, teoremas o axiomas dados.

7.3. El orden delos cuantificadores

Es fundamental insistir en & orden en que se escriben los cuantificadores y en la
dependencia de los cuantificadores existenciales respecto de los universales que lo
preceden. Por gemplo, a formular los axiomas de existencia de eemento neutro y
deinverso en un grupo G escribimos, respectivamente

@$ul G)(" xT G)[x*u=u*x=x],
(' x1 G)@xd G)[x* xt=x* x =u.
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Por € orden de los cuantificadores, @ elemento neutro U no depende de X,
mientras que € inverso X( depende dd X considerado.

Otro gemplo que conviene mencionar es la definicion de continuidad en xoT Ry
su aplicacion posterior a la continuidad y la continuidad uniforme en un intervalo.

Recordemos que f escontinuaen Xy siy solos |im f(x) = f(Xy), lo cua
X® Xg

significa que

("e>0)$d >0)( xI RxT (xp- dixp+d)® f()T ((x)- e;f(x0)+e)].

Por otraparte, f escontinuaenunintervalo | [ R siysolosi

("%l (" e>0)($d >0)(" xT 1)
[xT (- dixg+d)® f(X)T (F(x0)- €;f(x)+e)]

De esta forma, si d intervalo es cerrado, por gemplo | = [a; b], resulta que en los

extremos se pide simplemente la continuidad lateral, es decir, |im f(X)= f(a)
x®a*

y lim f(x)=f(b).
x® b

Puesto que por la permutacién de cuantificadores universales consecutivos se
obtiene una formula l6gicamente equivalente, la definicion anterior puede
expresarse de la siguiente forma:

("e>0)("xol 1)($d>0)("xI 1)
[XT (xg-dixp+d)® ()T (F(x0)-e;f(x)+e)].

Evidentemente, como en la expresion anterior, d dependede € y de Xg.

Esta definicion de continuidad en un intervalo | difiere de la de continuidad
uniforme en | en d orden de los cuantificadores. En efecto, f es uniformemente

continuaen | siysolos,
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(" e>0)($d >0)(" xof 1)(" xI 1)
[XT (xg-d;xg+d)® f()T (f(x0)-e;f(xp)+e)].

Observemos la diferencia de ubicacién de los cuantificadores en ambas
definiciones. Mientras que en la definicion de continuidad en | figuran

"l D" e>0)($d>0)("xT 1), o ("e>0)("xT 1)($d>0)(" xI 1),
en la de continuidad uniforme tenemos (" € > 0)($d >0)(" xoT 1)(" xT 1). Es
decir, en la primera d depende de Xy y de e, mientras que en la de continuidad
uniforme d depende Gnicamente de e . Esto ocurre porgue (" X,1 1)($d >0) no

es equivalente a ($d >0)(" %, T 1) . De esta forma, € orden de los cuantificadores
universal y existencial permite diferenciar los dos conceptos.

Si consideramos dos conjuntos Xt f, Y1 f y una funcién proposicional
a(x,y) , obtenemos las siguientes equivalencias e implicaciones | 6gicas.

1- (' xT X))yl Max y]0 ¢yl V) xi X)ax ).

2- (1 X)@yT V)[a(xy)] 0 @yl Y)(@$xT X)[alx y)].
3- ($x1 X)("yI V[apey)]P (" yT Y)($xT X)[a(x, y)].

4- (" xT X)CyT Vax,y)]p $xI X)($yl Y)ax y)].

Como consecuencia de la implicacion logica 3, podemos afirmar que de la
continuidad uniforme en | se deduce la continuidad en | , pero no la reciproca. El
teorema de Heine-Cantor es € que asegura que s f es continua en | = [a; b],

entonces f es uniformemente continua en dicho intervalo cerrado.

7.4. Cuantificador es, conectivas y conjuntos de verdad
Veremos en qué casos se puede distribuir un cuantificador en una funcién
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proposicional compuesta formada por dos funciones proposicionales unidas por una
conectiva. Consideremos para elo un conjunto referencial U 1 f y dos funciones

proposicionales a(x) y b(x) definidas sobre U con conjuntos de verdad
A={xi U:a(x)} y B={x1 U:b(x)}. A continuacién analizaremos diversos
casos de equivalencias o de implicaciones logicas.

@ ("' xT U)[ax)Ub(x)] U (" xi U)[a()]U( xi U) [b(x)].

Dicha equivalencia resulta de la siguiente cadena de equivalencias | 6gicas:

("xT U)[a()Ub(x)] U ACB=U U [A=UUB=U] U

U (" x1 U)[ap]u xT u)[bx)].

@ ($x1 U)[a(x)Ub(x)] U ($xT U) [a(x)]U@x] U)[b(x)].

Es consecuencia de la siguiente cadena de equivalencias | égicas:
$x1 U)[a()Ub(x)] U AEB*f U [A1fUB:f]U

U ($x1 U)[a(x]u@xi U)[bx)].

@ ("x1 U)[a] 0 xT U)[bx] b (" x1 U)[a(x) Ub(x)].
Resulta de la siguiente cadena de implicaciones logicas:
¢ xT U)[a)] U xi U)[b(x)] P [A=UUB=U] P AEB=U b

b (" x1 U)[a(x)Ub(x)].

En este caso vale Gnicamente la implicacion l6gica (3) puesto que AE B=U no
implica [A=U UB =U].

@) ($x1 U)[a(x) Ub(x)] P ($xT U) [a(x)]U($xT U) [b(x)].
24



Es consecuencia de la siguiente cadena de implicaciones logicas:
$x1 U)[a()Ub(x)] P ACBf b [A1fUB*f] P

b ($x1 U)[a(x)]U@xi U)[b(x)].

También en este caso vale Unicamente la implicacion légica ya que
[A1f UB?f]noimplica ACB1f .

7.5. Uso correcto de los simbolos de los cuantificador es

En € ambiente matematico es de uso bastante difundido colocar @ cuantificador
universal a finalizar la formula, como una forma abreviada de escribir para todo.
Esto crea confusiones en d alumno que pueden evitarse si @ cuantificador universal
se antepone a la formula valida bajo esa cuantificacién o se mantiene la expresion
cologquial. Veremos algunos €emplos de este uso poco conveniente de
cuantificador universal.

n -
1) Forma poco conveniente: “ S, = & Xj "nl N™

=1
Algunas formas correctas:

n R
Coloquid “ S, = a Xj ,paratodo nl N ". Lengugje simbdlico:

j=1
eoiGe - p Y
“("nl N)&s, = a x0"
e 1=l g

2) Forma poco conveniente: “ (a*)Y =a’¥, "a>0, "xI R, "yl R”

Algunas formas correctas:

Coloquia “(a*)¥Y =a™¥, paa a>0, xI R, yl R” o también, “siendo
a>0, xI R, yl R”. Lenguajesimbdlico:

“"a>0)("xi Ryl R) [(ax)y = aW]

Este uso poco conveniente del cuantificador universal al finalizar la férmula no
constituye un error matematico ya que se entiende igualmente su significado; pero
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resulta una dificultad didactica a tener que hacer un uso sistematico de los
cuantificadores, principalmente en las demostraciones por € absurdo cuando es
necesario negar € enunciado.

8. Conclusiones

Acorde con las necesidades de los diversos cursos de matemética, se puede hacer un
desarrollo en paralelo de la l6gica simbdlica y de la teoria de conjuntos, con mayor
profundidad del que queddé aqui bosqugado. Muchas de las nociones dadas son
compatibles con su ensefianza en @ nivel medio, quedando a criterio dd docente las
adaptaciones correspondientes al nivel de ensefianza.

El disefio de los cursos siguiendo € esquema anterior, impartido a profesores de
Matematica tanto en la modalidad presencial como a distancia resultd muy exitoso.
Resultados igualmente satisfactorios se obtuvieron en los cursos de postgrado
impartidos a graduados universitarios de carreras profesionales o técnicas.

Nuestra experiencia en € dictado de distintos cursos de Andlisis Matemético y
Algebra, nos mostré las falencias de los alumnos en la construccion de
razonamientos validos, en parte debidas al incorrecto uso de los cuantificadores, y a
la deficiente interpretacion de las condiciones necesaria y suficiente, asi como la
confusién entre las demostraciones por € contrarreciproco y € absurdo, entre otras.
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es una buena introduccion a la ldgica clasicay al simbolismo légico. Por otra parte,
se omiten algunas obras citadas en la Parte | y rdacionadas Unicamente con
observaciones puntuales hechas en esa parte ddl trabajo.
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