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1. FUNDAMENTACION

El estudiante que inicia el estudio de la nocién de limite funcional se encuentra rodeado de
cuestiones que obstaculizan su aprendizaje. La complejidad propia del concepto, sumada a las
apreciaciones que el alumno posee de la palabra limite y al proceso de ensefianza, hacen que en
la mente del estudiante existan complejas amalgamas de ideas informales, denominadas
modelos intuitivos. El objetivo de nuestro trabajo consiste en disefiar y fundamentar actividades
para estudiantes de profesorado de Matematica, que permitan evidenciar contradicciones al
utilizar los modelos intuitivos que no son matematicamente correctos.

Marco tedrico

El marco tedrico de este trabajo toma elementos del Enfoque Cognitivista de la Didactica de la
Matematica. Esta linea es apropiada para estudiar nociones avanzadas de Matematica, tanto sea
para organizar su ensefianza para un aula de determinada institucion, como para llevar adelante
investigaciones sobre ellas. De hecho, en este enfoque se parte de pensar en los conceptos
matematicos desde la propia Matematica. Segun se expresa en la Teoria APOS (action, process,
object, schema) debida a Dubinsky (1991) se deberia partir de un analisis que ponga de
manifiesto las construcciones cognitivas que pueden ser requeridas en el aprendizaje de la
nocion en particular. Esto es denominado descomposicién genética del concepto y no
necesariamente la descomposicién que se obtiene es Unica. En gran medida, la mirada del
investigador, su comprensién del concepto, el recorte histérico que ha realizado, constituyen o
determinan su descomposicion genética. En esta misma linea se postula que el mecanismo de
construccion de conocimientos es la abstraccion reflexiva. Esto se refiere a un proceso de cada
sujeto que le permite, a partir de acciones sobre un objeto matematico, inferir sus propiedades,
relaciones, etc. Asimismo, este mecanismo implica la toma de conciencia de las acciones,
separarlas del contenido y reinsertar estas nociones en un marco cognitivo reorganizado, de
nivel superior. Se dice que un sujeto esta a nivel accidn si éste es capaz de actuar sobre objetos
matematicos cuando recibe una indicacion clara, externa a si mismo, a partir de la cual puede
operar sobre los objetos. El individuo esta a nivel proceso cuando es capaz de incorporar estas
acciones a su conocimiento y decide llevarlas a cabo por su propia cuenta, sin necesidad de
indicaciones externas. Estas acciones repetidas pueden ser entonces interiorizadas como
procesos a partir de la reflexion sobre ellas. Si el proceso es percibido como un todo vy el sujeto
es capaz de actuar sobre él, manipularlo en su complejidad, se ha logrado lo que Dubinsky
denomina encapsulacion del proceso. Esta encapsulacion transforma cognitivamente el proceso
en objeto. Se dice, entonces, que el sujeto estd a nivel objeto. Por Gltimo, y a un nivel
cualitativamente mas complejo aun, es posible que el sujeto comprenda que los objetos se
organizan en esquemas mentales, conteniendo relaciones entre ellos, jerarquias, etc. Si el
individuo es capaz de comprender esto, se dice que esta a nivel esquema. Para este trabajo, estas
nociones son sumamente apropiadas pues nos permiten comprender el nivel en el que los
estudiantes se encuentran cuando estan aprendiendo la nocién de limite funcional. Podemos
pensar en algunas caracteristicas de estas nociones tedricas para el concepto matematico
trabajado. Por ejemplo: estar a nivel accidén podria manifestarse cuando un estudiante es capaz
de completar una tabla de valores que le propone el docente pero no podria decidir qué valores
asignar a la variable independiente que represente “la tendencia de ella”. En cambio, a nivel
proceso si podria generar autbnomamente una tabla de valores, explorar numéricamente el
comportamiento, o decidir hacer un grafico e inducir el posible resultado. Para estar a nivel
objeto es necesario que el estudiante trascienda la idea de acercarse infinitamente como proceso
que no culmina, idea que propone una dindmica de “movimiento” que a los fines intuitivos es
atil pero deja de serlo a la hora de comprender el concepto. Deberd comprender que el limite es
un valor (supongamos para este ejemplo, el caso finito), que la funcion no se “mueve”
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acercandose a ese valor, que la dindmica que subyace a esta nocién finalmente se encapsula de
modo que el limite tiene un resultado.

La eleccion didactica del docente, sin dudas condiciona el aprendizaje del estudiante. Lo que
decida incluir en sus clases, desde modos intuitivos de acercarse al concepto hasta la
formulacion precisa del concepto, conforman parte de lo que se denomina la imagen conceptual
de la nocién matematica. Este concepto, gestado por Tall y Vinner (1981) se refiere a imagenes,
propiedades, notaciones, utilidades, etc. con las que el estudiante asocia el concepto en cuestion.
Si pensamos en clases que comienzan por exploraciones numéricas utilizando tabla de valores,
graficos que describen comportamientos, funciones que no estan definidas en el punto de
analisis, propiedades que permiten hace mas sencillo el célculo de limites, resolucion de
indeterminaciones utilizando procedimientos “tipo”, etc. podriamos anticipar que estos
elementos en forma de imagenes no necesariamente coherentes ni correctas constituirian la
imagen conceptual de los estudiantes sobre la nocién de limite. Si en cambio un docente
circunscribiera sus clases a la resolucion de indeterminaciones sin ahondar ni precisar sobre el
concepto, no formarian parte de la imagen conceptual los recursos numéricos ni los graficos
recién mencionados. Cornu (1991) hace un aporte interesante a esta nocién, estableciendo que
para algunas nociones matematicas cuya terminologia “es familiar” para el alumno, el término
en si mismo aporta creencias o0 concepciones que se trasladan al significado matematico que no
necesariamente se vincula con el uso cotidiano de la palabra. Para la nocién de limite, esto es un
problema, pues la palabra admite variedad de usos en la cotidianidad y los estudiantes aplican
estos significados en contextos matematicos, obteniendo resultados, muchas veces,
inapropiados. Podemos mencionar “los limites de una regién”, “limites de velocidad”, “el poner
limites a un adolescente”, etc. Estas concepciones provenientes de los términos matematicos son
denominadas, por Cornu, como concepciones espontaneas de la nocién. EI mismo término
indica que estan presentes desde antes de la ensefianza. Ellas también constituyen parte de la
imagen conceptual de la nocién matematica. El otro concepto presentado por Tall y Vinner es el
de definicion conceptual, que hace referencia a la definicion propia matematica del concepto. Es
interesante cémo se da el intercambio cognitivo entre la imagen y la definicion conceptual
pudiendo ocurrir desde un estudiante que responde a una actividad apelando Gnicamente a su
imagen conceptual (pudiendo obtener respuestas correctas o no segun qué parte de ella se activo
y el grado de complejidad de la tarea) hasta estudiantes mas comodos con el lenguaje
matematico que, incluso sin tener variedad en su imagen conceptual, apelan comodamente a la
definicion conceptual y operan con ella. Los registros de representacion semiética (Duval 1993,
Hitt 1997) son elementos tedricos que permiten enriquecer los andlisis en este sentido, pues
distintas representaciones semidticas pueden formar parte de la imagen conceptual, segun el
trabajo que el docente haya realizado en clase.

También hemos incluido entre los elementos tedricos que nos permiten comprender, explicar y
trabajar con el concepto de limite funcional, la nocién de modelos intuitivos de limite
desarrollada por Williams (1991) y trabajada también por Juter (2007). Esta nocidn se vincula
con las concepciones espontaneas pero agrega ciertos elementos que enriguecen el analisis. Los
modelos de limite se refieren a comprensiones de la nocion que los estudiantes manifiestan o
presentan luego de la ensefianza del concepto. Se refieren a modelos mentales que son parte de
la imagen conceptual de la nocién y que los alumnos construyen o refuerzan a partir de la
ensefianza. La mayoria de ellos tiene un campo de validez, en el cual al utilizarlo el estudiante
resulta eficaz en la tarea, pero no todos son matematicamente correctos. Los modelos de limite
son seis, cuya formulacién incluimos a continuacién en cita textual del autor.

Dindmico-tedrico: el limite es un valor que describe cémo una funcién se mueve cuando x
tiende a un cierto punto.

Dinamico-préactico: en este modelo el limite se decide insertando valores de x cada vez mas
cercanos a un nimero dado hasta que el valor del limite es alcanzado.

Cota: el valor de un limite es un nimero mas alla del cual la funcidn no puede pasar.

Formal: corresponde a la definicion formal de limite. El modelo se caracteriza por reconocer la
arbitrariedad de la cercania de las imagenes de la funcién respecto del limite restringiendo los
valores de x a un entorno de punto de estudio del limite.

No alcanzable: el limite es un valor al cual una funcion se aproxima pero nunca alcanza.
Aproximacién: el valor del limite es una aproximacion que puede ser hecha tan precisa como se
desee.

Cabe aclarar que los modelos denominados Formal y Aproximacion son mateméaticamente
correctos, mientras que los modelos Dindmico-tedrico; Dinamico-practico, Cota y No
alcanzable son inapropiados y tienen un campo de validez limitado.




La persistencia de los modelos intuitivos inapropiados luego de la ensefianza, nos orienta a
disefar actividades que tiendan a poner el conflicto estas creencias que subyacen en la mente
del alumno con el fin de acercarlos a la definicién conceptual.

Antecedentes

Un estudio llevado a cabo con estudiantes de un profesorado de Matematica de la Provincia de
Buenos Aires, que cursan Analisis Matematico | nos permitié detectar modelos intuitivos de
limite de funciones de variable real presentes luego de la ensefianza de la definicion formal.

Del andlisis del estudio y a la luz del marco tedrico podemos mencionar que la mayoria de los
estudiantes consideran que los modelos intuitivos Dindmico-teérico y No alcanzable se adecuan
a su idea de limite, a pesar que en la resolucion de actividades pudimos evidenciar el uso de
todos los modelos en diferentes alumnos. Los modelos con los que operan, les permiten dar
respuesta a muchas de las situaciones planteadas, en consecuencia encuentran gque “funcionan”,
lo que los conduce a no necesitar, ni utilizar la definicién formal. Esto se vincula con lo que Tall
y Vinner (1981) explican como posibles formas de pensar de un estudiante ante una actividad,
quien puede apelar: Unicamente a la definicion conceptual, hacer una entrada por la imagen
conceptual para ponerla en discusion con la definicién conceptual o al revés e incluso podrian
Unicamente utilizar la imagen conceptual. Nos resultd interesante observar que no siempre
operan con el mismo modelo, adecuan su eleccidon al tipo de situacién y en algunos casos al
registro de representacion en el que se plantea la actividad. Esto da cuenta, como es sabido, que
la imagen mental del concepto esta formada por varias ideas, algunas contradictorias entre si,
que utilizan segun la situacién que abordan aunque no necesariamente el estudiante advierte la
contradiccion, excepto que esas partes contradictorias sean interpeladas simultdneamente.
Mientras esto Gltimo no ocurra, usardn una parte u otra de esa imagen de manera inconsciente,
no podréan evidenciar contradicciones entre ellas pues no habra presencia de conflicto alguno,
seguiran considerando efectivos a los modelos, los utilizardn con éxito y no la necesidad de
evolucionar hacia la comprension mas profunda, no solo intuitiva, del concepto de limite.

Ante esta situacion consideramos necesario conocer los alcances de cada modelo, es decir
analizar bajo qué circunstancias es Util, para el alumno, operar con cada uno de ellos.

El primer modelo analizado fue el Dinamico-practico, evidenciamos que para poner de
manifiesto su limitado alcance debiamos trabajar minuciosamente sobre el registro numérico
(tabla de valores). En él el estudiante pone énfasis en el analisis efectuado sobre algunos
elementos del entorno reducido del punto (los que decide incluir en la tabla de valores o le
vienen dados en ella), para luego emitir una respuesta sobre el valor del limite analizando
Unicamente las imagenes de dichos puntos. Con esta informacion generamos una propuesta de
actividades tendientes a poner en discusion la validez del mismo, como puede verse en
Colombano et al. (2009).

2. DESARROLLO

A partir de los antecedentes y a la luz del marco teérico enfocamos este trabajo hacia el analisis
de otros modelos muy utilizados por los estudiantes: Cota, No alcanzable y Dinamico-tedrico.
El objetivo es disefiar y fundamentar una propuesta de actividades que provoque en el estudiante
un conflicto cognitivo que le permita tomar conciencia de la limitacion de cada modelo puesto
en juego al resolver ciertas actividades, acercandolo a una comprensién mas cercana a la
definicidn conceptual.

Consideramos que la puesta en practica de esta secuencia podria tener una modalidad que
comience con un trabajo de resolucién individual para en un segundo momento pasar a una
instancia de tipo taller, con grupos no muy numerosos, para fomentar la discusion en la
resolucion de cada actividad. Esto atiende no solo a la activa participacion del estudiante sino
también a la intervenciéon del docente como moderador de discusion y de los tiempos de
resolucion. La riqueza de la conclusion final de la puesta en practica de la secuencia aportaria
elementos suficientes para debilitar el uso de los modelos en cuestién.

Proponemos las actividades que ponen de manifiesto la no adecuacién de los modelos
mencionados, desde planteos realizados en los diferentes registros semiéticos.



Actividades para el modelo Dinamico—teérico

En este modelo intuitivo el estudiante centra su atencion en el movimiento de la funcion cuando
los valores de x tienden al punto de acumulacién (o a infinito). Proponemos una serie de
actividades que ponen en conflicto este modelo

Actividad 1: Considerar la sucesion {0,9; 0,99; 0,999; ...... }. Indicar cuales de las siguientes
afirmaciones son correctas.

a) Lasucesiontiendea 1l

b) El limite de la sucesion esta cerca de 1

c) El limite de la sucesion se aproxima a 1

d) El limite de la sucesion tiende a 1

e) El limite de la sucesion es 1

f) El limite de la sucesion es 0,9
g) 09 tiendeal
h) 09 es 1. Justificar esta respuesta en términos del limite considerado

Fundamentacion de la actividad

Entendemos que esta actividad, redactada sobre la base de una actividad propuesta por Cornu
(1991), atiende al problema de utilizar el modelo dindmico-tedrico por las siguientes razones.
Esta actividad, centralmente numérica, pone en juego lo central de este modelo que es la idea de
movimiento, de proceso, al poder entenderse la sucesion a partir de “ir agregando un nueve cada
vez”. Entonces si el alumno, estando a nivel proceso, supone que el limite se refiere a este
proceso que no termina nunca, y no encapsula la nocién de limite podria sostener que el limite
no es 1, que el 1 no se alcanza, que el limite “tiende a 1” pero “no es 1”.

Respecto del item h), si los estudiantes utilizaran un argumento puramente numérico (por
ejemplo pasando a fraccion el nimero periddico y observando que se obtiene 1), la actividad no
tendria la finalidad que persigue. Por ello, es que se pide que la justificacion esté dada en
términos del limite que se propone.

Podria ocurrir también que la discusion entre los items d) y e) sea percibida por el alumno como
una cuestion del uso del lenguaje, sin percibir que no es solo eso y que refiere a la “comprension
del concepto”.

Actividad 2: Las rectas que pasan por los puntos Py y Py P, y P estan indicadas con lineas
punteadas representan dos rectas secantes a la grafica de una cierta funcién, mientras que la
recta de trazo continuo representa la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto P, de
abscisa a.

Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son correctas.

a) Las pendientes de las rectas secantes
tienden a la pendiente de la recta tangente
cuando h tiende a cero.

b) El limite de las pendientes de las rectas
secantes es la pendiente de la recta tangente

cuando h tiende a cero.

c) El limite de las pendientes de las rectas
secantes tiende a la pendiente de la recta tangente
cuando h tiende a cero.

a a+h, a+h;

Fundamentacion de la actividad

Esta actividad también se presenta en registro grafico y se apela al movimiento inducido por la
construccion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto como limite de las rectas
secantes sugeridas en el grafico. Se debe evolucionar de la idea de movimiento sugerida de
modo de poder comprender que la pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes
de las rectas tangentes.

Actividad 3: Una bola de billar estd suspendida por un hilo desde el punto A, a 100 cm de la
pared. Se aparta la bola de la vertical, 20 cm y se la suelta. Ella oscila, y la distancia de la bola a
la pared varia en funcién del tiempo transcurrido hasta que se queda quieta nuevamente. Elegir,
entre los siguientes nameros, aquel que consideres como el limite de la distancia de la bola a la
pared, en funcién del tiempo. Justificar la respuesta.
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Fundamentacion de la actividad

Esta actividad, extraida del trabajo de Cornu (1991), permite trabajar el modelo desde otro tipo
de registro, el fisico. Desvincula al alumno de un contexto puramente abstracto, permitiéndole
imaginar la situacion para poder analizarla. Como el centro de atencidn esta puesto en la
distancia de la bola a la pared, el alumno deberd tomar conciencia de que existe una Unica
distancia que puede representar el limite a pesar del movimiento pendular de la bola en un
periodo de tiempo determinado.

Actividades para el modelo Cota

En este modelo intuitivo el valor de un limite es un nimero mas alla del cual la funcién no
puede pasar.

Actividad 4: Los siguientes graficos corresponden a funciones f:AcR —>R

a) Determinar para cada una de ellas el limite de f cuando x tiende a 1

b) Determinar para cada una de ellas si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa. “La
funcién no sobrepasa el valor del limite”. Justificar.

=

b)

C) d)

Fundamentacidn de la actividad

El estudiante en este modelo ve el valor del limite como una barrera méas alla de la cual la
funcion no puede pasar. El foco de la actividad esta orientado a que el alumno compare la
respuesta dada en el item a) con el comportamiento de la funcién no solo en las cercanias del
valor de estudio del limite. Al utilizar el registro gréfico el estudiante podra observar claramente
que las funciones dadas cumplen que el valor de limite cuando x tiende a 1 es igual a 3,
independientemente que la funcion esté o no definida en ese punto, pero que las graficas de las
mismas en todos los casos superan esa “barrera” que representa el nimero 3.




Actividad 5: Proponer, si existen, dos funciones f:A—R y g:B—R (con A, B c R) cada

una de las cuales cumpla las dos condiciones siguientes:

a) el limite de fy g cuando x tiende a 2 sea 5

b) fsupere al valor del limite y que g no lo supere.

Explicar cada caso, tanto si tales funciones existen como si no existen.

Fundamentacion de la actividad

En este caso el alumno tiene un alto grado de libertad al proponer él mismo funciones que
cumplan con las condiciones dadas. La riqueza de la situacion radica en dos puntos clave: la
posibilidad de usar diferentes tipos de registros (grafico, numérico, algebraico) para proponer
las funciones y el hecho de contradecir su idea intuitiva de limite como barrera (si la tiene)
cuando deba pensar en la funcién f.

Actividad 6: se vuelve a presentar la actividad de la bola del billar (actividad 4) a la que se le
agrega la siguiente pregunta.

c) ¢en algin momento ocurre que la distancia de la bola a la pared es mayor que el valor del
limite dado en a)?

Fundamentacion de la actividad

Esta actividad ya usada para el modelo dinamico- teérico, nos permite mediante un cambio en la
consigna, adaptarla a los fines de contradecir este nuevo modelo. Con la pregunta b)
pretendemos que mas all4 de no modelizar la situacion y encontrar una funcién concreta que
represente el fendmeno, advierta que la distancia a la pared a medida que pasa el tiempo puede
ser superada por el valor que consideré como limite en el item a) de la actividad 4).

Actividades para el modelo No alcanzable

En este modelo intuitivo el valor de un limite es un nimero o punto al que una funcién consigue
acercarse pero nunca alcanzar.

Actividad 7: Los siguientes graficos corresponden a funciones f : Ac R —> R

a) Determinar para cada una de ellas el limite de f cuando x tiende a 1

b) En funcién de la respuesta dada en el item anterior, determinar si la siguiente afirmacion es
verdadera o falsa. “La funcion no alcanza el valor del limite”.




d)

Fundamentacion de la actividad

Mediante el registro grafico facilitamos la visualizacion rapida del comportamiento de cada
funcion, y el andlisis del limite en el valor solicitado. En el item b) el alumno debera
contraponer su idea (si la tiene) de que la funcion no alcanza el valor limite, con la evidencia de
gue en los casos planteados la funcion no solo se acerca al valor del limite sino que en todos los
casos coincide con €l por ser continua.

Actividad 8: se vuelve a presentar la actividad de la bola del billar (actividad 4) a la que se le
agrega la siguiente pregunta.

d) ¢en algin momento ocurre que la distancia de la bola a la pared es igual que el valor del
limite dado en a)? ¢ Se contradice esto con tu idea de limite? Explicar.

Fundamentacion de la actividad

En este caso volvemos sobre el problema presentado anteriormente. En este caso el alumno para
responder al item b) debera considerar la posibilidad del movimiento pendular donde la bola
durante un tiempo determinado y varias veces alcanza ese valor propuesto como limite en el
item a)

3. ANALISIS

En términos de Dubinsky (1991) en el proceso de construccién de un conocimiento un individuo
puede encontrarse a nivel de accion, proceso u objeto. En funcion de los antecedentes
presentados, entendemos que los estudiantes al operar con los modelos intuitivos que no son
matematicamente correctos, no estan al nivel de objeto y no lograron encapsular la nocion de
limite. Mayoritariamente los estudiantes que cursan en las primeras materias de nivel superior,
estarian a nivel proceso, ya que, son capaces de tomar decisiones para efectuar acciones tales
como “evaluar una funcion en un valor x muy préximo al valor de acumulacion, o incluso en el
mismo valor”, “evaluar la funcién en unos pocos valores cada vez mas préximos al valor de
acumulacion”, “graficar una funcién para analizar el valor del limite a partir del gréafico”, entre
otras. Estas acciones son interiorizadas de tal manera que les permite considerar el limite como
un proceso en el cual los valores de la funcién se “mueven” cerca del valor del limite cuando los
valores de x se mueven cada vez mas cerca al punto de estudio.

En funcidn de lo establecido anteriormente consideramos pertinente atender a cada modelo
intuitivo presente en la mente del alumno.

El modelo Dinédmico-tedrico, probablemente es generado como parte de la imagen conceptual

del estudiante debido a la insistencia, en las presentaciones de la nocién, de estudiar el

comportamiento de la funcién en las cercanias del punto de acumulacion. Esta idea de

comportamiento, asociada a la idea fuerte de proceso, habilita a que el sujeto construya un

modelo dinamico. Si el peso estd puesto en lo numérico, se favorece la aparicién del modelo

dinamico-practico, mientras que si en cambio el peso esta puesto en comprender la totalidad de

la funcion, el comportamiento global en un entorno, se favorece el dinamico-tedrico.

Ante esta situacion, las actividades planteadas pretenden:

= Ofrecer la posibilidad de poner en discusién ““el movimiento™ funcional desde el registro
numérico. Esto puede verse en la actividad 1, donde se presenta el registro numérico a
través de una sucesion.




= Favorecer la simulacion y la comprension del movimiento en vinculo con la nocion del
concepto. Esto puede verse en las actividades 2 y 3. La primera de ellas trae desde su
concepcion, el movimiento sugerido de las rectas secantes, que se “aproximan” a la
tangente. El estudiante necesita desvincularse del movimiento para responder a las
preguntas que se refieren al limite. La actividad 3 requiere imaginar el movimiento, hacer
un esquema de la situacion, la exploracién de como se mueve la bola puede hacerse
libremente, no hay inducida una Unica forma de hacerlo. A partir de alli, habra que
desvincular la respuesta al limite del movimiento.

Si el alumno considera correcto el modelo Cota, posiblemente en su imagen conceptual tenga
un protagonismo importante la concepcion espontanea de limite como valor que puede ser
alcanzado pero jamas superado. Por otro lado la situacion de ensefianza podria favorecer la
construccion de este modelo, como describimos a continuacion. Un primer ejemplo es aquel en
el que la ensefanza enfatiza el estudio de limite finito de variable finita, en funciones cuyas
imagenes no superen el valor del limite (funciones constantes, por ejemplo). Un segundo caso es
cuando las funciones que si superan el valor del limite pero no en las cercanias del punto de
analisis. En este caso, si el docente propone un analisis centralmente numérico en las
proximidades del punto en donde esta caracteristica no seda y no se recurre a la gréfica,
probablemente el hecho que el limite si puede ser superado por la funcién no sera percibido por
el estudiante. Ante esta situacion las actividades planteadas tendientes a provocar una
desestabilizacion en esa imagen conceptual pretenden:

= QOtorgarle al alumno la posibilidad de dar una mirada mas amplia al comportamiento de la
funcién y no limitarse solo al analisis de la misma en las proximidades del punto en
cuestidn, es decir, darle mas protagonismo al registro grafico que al numérico. Esto puede
verse en la actividad 4. Al pedirle en el item b) que determine la validez de la afirmacion lo
incentivamos a alejarse de ver el limite como una barrera que impide la existencia de la
funcién por encima de ella. Inclusive pensar en la posibilidad de existencia de la funcion
mas all& del valor del limite, a pesar de que no esté definida en el punto de estudio (gréfico
d), o el caso extremo de que toda funcidn exista por encima del valor del limite (grafico b).

=  Permitir la exploracién y construccién de funciones que cumplan determinadas
condiciones. Esto puede verse en la actividad 5. Al tener la libertad de proponer las
funciones cabe la posibilidad de que el alumno utilice variedad de registros. Si presentan un
registro de tipo gréfico, las condiciones pedidas harén evidente la contradiccion con su idea
de limite, especialmente cuando deba dibujar la funcién f. Si por el contrario pretenden
buscar expresiones de funciones sencillas (lineales, cuadraticas, entre otras) que cumplan las
condiciones y las analizan por tabla de valores (registro numérico) en valores muy préximos
a 2, deberia ponerlos en alerta la palabra “supera”. De no darse esta situacion nuestra
intervencidn serd necesaria, pidiéndoles por ejemplo que esbocen un grafico aproximado de
las funciones que propusieron y que analicen qué sucede con las imagenes de la funcién en
las inmediaciones del valor del limite.

= Favorecer la construccién de un esquema de la situacion y de explorarla con material
concreto. Esto puede verse en la actividad 6. Ante esta situacion el alumno debe generar
una idea o esquema de la situacion. Si piensa en un movimiento vertical con respecto a la
pared podra advertir que el limite se presenta cuando la bola queda quieta a 100 cm de la
pared. Si bien en ese estado mas de ese valor “no pasa”, al provocarle un movimiento
pendular esa distancia por momentos si supera al valor y por momentos esta por debajo del
mismo, lo que lo conduciria a evidenciar la contradiccion con su idea de limite. Si por el
contrario piensa el movimiento de la bola en forma paralela a la pared, su idea de limite se
adecua a la situacion y no tendria duda alguna de expresar que el limite es 100 cm. En este
caso orientaremos al alumno a pensar la situacion con el movimiento en cualquier otra
direccion, preguntandole por ejemplo: manteniendo el movimiento pendular, si pensamos
que la bola se puede mover en cualquier otra direccion ¢como responderias nuevamente el
itema) y b)?

Si el alumno considera como correcto el modelo No alcanzable, posiblemente su imagen
conceptual esté formada por la incidencia del uso del termino limite en la vida diaria, “si algo es
el limite, no se debe llegar a ese algo”. Esta concepcidn espontanea es a menudo resistente vy,
llevada al plano matematico, les permite admitir que la funcion puede estar por encima o por
debajo del valor del limite, pero no podria ser coincidente con él.

La ensefianza de la nocidn, por su lado puede contribuir a que este modelo persista si se analiza
el limite (cuando la variable tiende a infinito) de funciones de tipo homograficas que poseen



asintota horizontal con la caracteristica que la funcién y la asintota no se intersecan. Esto se

refuerza si no se analiza el limite en otro valor cualquiera de x para discutir la posibilidad de que

la imagen de la funcion coincida con el valor del limite. Consideramos también la posibilidad de

que al presentar funciones con discontinuidad evitable en el valor de estudio del limite, quizas

fortalezca la idea de que la funcion no alcanza el valor del limite, por estar definida en las

cercanias del valor pero no en él mismo. Atendiendo a estas cuestiones, las actividades

presentadas atienden a:

= retomar funciones muy sencillas, ampliamente trabajadas por el alumno, utilizando el
registro gréfico para discutir esta cuestion. Esto puede verse en la actividad 7. La propuesta
de funciones continuas en el valor de analisis del limite, permite descartar la posibilidad de
pensar en el no alcanzable, porque la funcion no esté definida en ese punto. Entendemos que
la familiaridad con los graficos propuestos lo que los conduce a dar una respuesta muy
rapida del item a). En el item b) al afirmar que la funcién no alcanza el valor del limite, lo
conducimos a “contradecir” lo que piensa, porque tiene ante su vista una funcién constante
(a) que infinitas veces alcanza el valor del limite, las parabolas (b) y (c) que superan el valor
0 estan por debajo del mismo pero la imagen de su Vértice coincide con el valor del limite
hasta llegar a la funcion lineal donde no caben dudas que alcanza el valor del limite.

= Se repite el proposito de favorecer la construccion de un esquema de la situacion y de
explorarla con material concreto. Esto puede verse en la actividad 8, en la que incluimos
una nueva consigna, b), que apunta a que el alumno analice el movimiento en cualquier
direccion con respecto a la pared, pensando en la posibilidad de que en todos los casos la
bola alcanza el valor que consider6 como limite, contradiciendo su idea de “no lo alcanza”.
Si el alumno analizara el movimiento con direccién paralela a la pared, también contradice
su idea de limite, ya que en todo momento la distancia de la bola a la pared toma el valor del
limite.

Somos concientes que unas pocas actividades no lograran la encapsulacién del proceso a objeto,
pero si lograremos desestabilizar lo que hasta el momento parecia muy firme y, al ser
matematicamente incorrecto, no produce respuestas apropiadas en todos los casos.

4. CONCLUSIONES

El estudio mencionado como antecedente nos permitié buscar razones para justificar la
existencia de modelos en la mente del alumno, que le impiden alcanzar la definicion conceptual.
Consideramos que la complejidad que envuelve a la nocién de limite invita al alumno a usar
ideas propias para resolver actividades, y al docente a analizar la no comprension del concepto
desde distintos puntos: las concepciones de los alumnos, el vocabulario y la simbologia propia
de la nocidn, la situacién de ensefianza entre otras. En este trabajo focalizamos la atencién en
los modelos intuitivos que se generan en la mente de los alumnos en torno al concepto de
limite, alimentados por las concepciones espontaneas y el proceso de ensefianza de la definicién
formal. Si nuestro objetivo final es acercar al alumno a la definicién de limite, primero debemos
trabajar minuciosamente sobre los modelos para acercarlos de manera progresiva a esa
definicion conceptual. El trabajo aqui presentado se origind a partir de un trabajo de campo en
el que estudiamos no solo los modelos intuitivos que persisten a la ensefianza, sino también las
clases que los estudiantes recibieron. A partir de este conjunto de datos hemos podido
identificar elecciones didacticas del docente que podrian inducir la construccion y el refuerzo de
los modelos inapropiados. Actualmente nos encontramos cerrando la etapa de fundamentacién
tedrica de las propuestas didacticas, que es requisito tener sdlidamente consolidada, previo a un
nuevo disefio experimental en el que las podamos implementar para evaluar.
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