El problema de las 13 esferas. Parte I
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ye

El “problema de las 13 esferas”, responde a la pregunta, de cudl es el ma-
yor numero, posible de acomodar, de esferas del mismo tamafio no superpues-
tas, en dimensién tres, que estén en contacto con una esfera central fija. Este
planteamiento, fue un tema de controversia entre los cientificos Isaac Newton
y David Gregory que tuvo lugar en la Universidad de Cambridge, en Mayo del
ano 1694.

En el ano 1950, H. W. Turnbull, un inspector de escuela de inglés, estaba
haciendo una investigacién sobre la vida de Isaac Newton. En el transcurso de
este trabajo analizé numerosas ponencias, papers, cartas y distintas notas, den-
tro de los cuales se encontré con dos documentos que le servirian de base para
el problema de las 13 esferas. Uno de ellos, era un memorando de una discusién
que los dos cientificos de Cambridge habrian tenido con respecto al problema.
Y el otro, era un cuaderno no publicado el cual contenia algunas notas escritas
por Gregory, donde respondia la misma pregunta del problema, primero en di-
mensién dos y luego en dimension tres. David Gregory, un buen partidario de
Newton, fue a la Universidad de Cambridge para trabajar con él. Durante varios
dias dialogaban sobre interminables tema cientificos. Gregory tomaba notas del
gran maestro que libraba sus pensamientos sin parar saltando de una disciplina
en otra, desde curvatura de los objetos geométricos, el “humo” despedido por
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un cometa, las velocidades de los diferentes colores de la luz, secciones conicas,
la interaccion entre distintos planetas, etc. En un momento, ellos estaban dis-
cutiendo la distribucién de estrellas de varias magnitudes que giran alrededor
de un sol central. Entre sus deliberaciones se planted la cuestiéon de que si una
esfera central podia estar en contacto con otras trece esferas del mismo tamano,
sin superposicion. Y aqui es donde sus opiniones discernian, Newton afirmaba
que el limite era 12, mientras que Gregory creia que 13 podia ser posible.

En la actualidad, el problema de las 13 esferas, se puede interpretar de una
manera mas general. El nimero de contacto, nimero de osculacién o “kissing
number” k(n), es el nimero méaximo de esferas en R" de igual tamafnio no su-
perpuestas que pueden estar en contacto simultaneamente con otra esfera del
mismo tamano (fija).

En tres dimensiones, el nimero de contacto k(3), es prescisamente el plan-
teamiento que se hicieron los grandes matematicos Newton y David Gregory.
Este es conocido como el “problema de las trece esferas” en honor a la famosa
discusion entre ellos.

La primera prueba que k(3) = 12, fue dada por Schiitte y Van Der Waerden
en el ano 1953. En 1956 John Leech da una demostracién elegante y compacta
(de sélo dos paginas) de este problema, pero para poder comprender esta prue-
ba, se necesita de resultados sofisticados de trigonometria esférica.

El problema de las trece esferas, sigue siendo de gran interés en la actuali-
dad para muchos matematicos y nuevas demostraciones son publicadas, como
ser las de Hsiang, Maehara, Anstreicher y Boréczky. Algo para destacar de este
problema, es que siendo tan geométrico y representativo fisicamente, no exis-
te todavia una demostracién sencilla, es decir, con herramientas bésicas de la
matematica. Todas las demostraciones conocidas de este problema, requieren de
conocimientos especificos y complejos de la matematica. Nosotros presentare-
mos un breve estudio de la demostracion de Oleg Musin dada en el ano 2004,
basada en el método de Philippe Delsarte.
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Introduccién

En dimension 1 el nimero de contacto es 2 y es muy facil de calcular. En
dimensién 2, se puede ver de manera sencilla que k(2) = 6. Podemos apreciar
graficamente, en dimension 1:
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En dimensién 2:

Cuando queremos plantear el problema para obtener k(3), se nos presenta
una dificultad que no tenemos en las dimensiones 1 y 2. Si acomodamos siete
bolas de villar sobre una mesa, como en el dibujo anterior, podemos colocar
por la parte superior exactamente tres bolas mas que estén en contacto con la
bola central. Y si hacemos lo mismo en la parte inferior, obtenemos de manera
sencilla doce bolas tocando la bola central. Esta manera de acomodar las esferas
es conocida como la configuracién de Johannes Kepler. La cual nos dice que k(3)
es mayor o igual que doce.

Existe una manera particular de acomodar doce bolas en contacto con una
bola central, llamada configuracién icosaedro. Un icosaedro regular es un sélido
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limitado por 20 caras, las cuales son todas triangulos equilateros iguales.

Colocando una esfera en cada vértice del icosaedro, de radio la mitad de un
lado entre dos vértices, y colocando una esfera en el centro del sélido, podemos
obtener doce esferas que estan en contacto con la esfera central, pero no se tocan
entre ellas. Esta manera de acomodar las esferas, se conoce como configuracion
icosaedro.
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Figura 2: configuracién icosaedro

Una obeservacién importante es que si uno toma una de las esferas que no
sea la central, puede moverla libremente sin que toque una de las otras esferas.
Lo cual nos dice, que en realidad existen infinitas maneras de acomodar doce
esferas alrededor de una fija. Y ademas, el espacio que “sobra” no es para nada
despreciable con respecto a la superficie de una esfera. Es por esto, que David
Gregory se preguntaba si existiese alguna manera especial de acomodar las doce
esferas y que sobre lugar para encajar una mas.

Si retomamos la configuracién de Kepler, podemos darnos cuenta que esta
configuracién es rigida en el siguiente sentido: las esferas que estan en contacto
con la bola central, estan simultdneamente en contaco con otras, entonces si
quisiéramos mover una de las bolas que no sea la central, como en la configu-
racién icosaedro, entonces el esquema se rompe.

Otro resultado que en algin sentido convencia a David Gregory que
“k(3) = 13” es el siguiente. Un primer anélisis matemdtico que podemos reali-
zar sobre el problema, tiene que ver con el drea de las esferas.

Consideremos tres esferas de radio uno no superpuestas, que tomadas de a
dos estén en contacto, como se muestra en la siguiente figura

En cierto modo, ésta es la manera mas densa de juntar tres esferas.

Como el radio de las esferas es 1, el triangulo equilatero formado por ABC
tiene lado L = 2, y luego h = 1.
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Ahora, supongamos que en el problema de las trece esferas, colocamos al-
gunas esferas en contaco con la bola fija, y luego las enumeramos. La esfera S?
tiene un punto z; que estd en contacto con la esfera central, es decir z; € S2.
Luego, estos puntos de contacto, tomados de a pares, digamos (x;, z;), satisfacen

¢ij > 60°, distancia angular, o bien

di; > h=1, distancia euclidea.

Supongamos que colocamos una esfera en el polo norte de la bola central,
entonces podemos tener en cuenta el conjunto H C S? en forma de “casco”,
dado por

3
H= {(m,y,z) e S%: \2f <z< 1},

notar que cos(30°) = cos(m/6) = v/3/2.
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Figura 3:

Para calcular el area de H, usaremos un resultado de Arquimedes sobre la
esfera incrustada en el cilindro (como en la figura), el cual nos afirma que

area(H) = <1 - ?)27r ~ 0,841787214

y
drea(S?) = 4m ~ 12,56637061;
Ccomo \/»
3
15(1 — 2>2 > 4,005
entonces

15 area(H) > 4m.

Por lo tanto, tenemos que k(3) < 14.
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k(3) = 12

Consideremos la familia de polinomios de Legendre {fi}ren, definida de
manera recurrente como sigue

ity =2t g - s,

0 equivalentemente

1 d, .
fk(t)zﬁﬁ( —1)"

Esta ultima igualdad, es conocida como la férmula de Rodrigues.

Lema 1 Sea X = {x1,%9,...,2,} subconjunto de puntos contenidos en S2.
Denotamos ¢; j = dist(z;, z;) la distancia angular entre x; y xj, entonces

Zka(COS (#5)) =0 para todo k > 0.

i=1 j=1

Ahora, tomamos el siguiente polinomio de grado 9:

2431 4 1287 ., 18333 5 343 4, 83 5 213 , 1 1
t) = t7 — t P+ — =t - —t"+ =t - —
1) 80 20 * 400 + 40 10 100 * 1 200’

el cual nos permite enunciar los dos siguientes resultados.

Lema 2 Sea X ={z1,z2,...,2,} C S2, entonces

s(X) = zn:zn:f(cos (¢i)) > n?.

i=1 j=1
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Lema 3 Sea X = {x1,22,...,2,} C S? tal que ¢;; > 60°, para todo i, 7,
entonces

s(X) = ZZf(COS (¢i)) < 13n.

i=1 j=1
Teorema k(3) = 12.
Demostracién: Sea X = {1, 29, ...,z,} C S?, y supongamos que k(3) = n,

donde z; es el punto de contacto sobre S? al apoyar la esfera j-ésima sobre la
esfera fija. Asi, X estd bajo las codiciones del Lema 2 y del Lema 3, esto implica

n? < s(X) < 13n,

entonces tenemos que n < 13, o bien n < 12.
Por otro lado, sabemos que k(3) > 12.

]

Analizaremos los puntos mads importantes de las demostraciones de los
lemas.

Usando la definicion de recurrencia de los polinomios de Legendre, podemos
calcular los primeros diez:

3 1
fo(t) =1, fi(t) =1, fa(t) = 5 t* — 3
5, 3 35, 15 , 3
63 . 35 5 15 231 , 315 , 105 , 5
= —p 223 2y f) =206 20 gd T2 2
fs(t) 8 s tgh fo(t) 16 T 16’
49 1 24
f7(t):79t7—@t5 ﬁﬁ_i ,
16 16 16 112
6435 3003 , 3465 , 315 , 35
t) = 8 — t o222 22
fs(t) 128 32 U T 6 32 128’
12155 , 6435 . 9009 . 1155 , 315
)= — 2249 t 5 — B34 2
fo®) 128 32 ' T 6 32 U T 128
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Es fécil de verificar que el polinomio f(¢) que definimos después del Lema 1, lo
podemos escribir como

9
8 87 33 49 1 8 )
f=Jo+ gfl + %fZ + %fS + %le + EfS + %fg = kZ_OCkfk,
y notar que los coeficientes ¢, son mayores o iguales que cero.
Prueba del Lema 2: Como podemos expresar a f en términos de las fun-
ciones {fi}1—;

9
F=Y"culw,
k=0

donde co =1y ¢, > 0 para k=1,2...9. Usando el Lema 1 , tenemos que

s(X) = Zn:zn:f(cos (¢l7])) = zn:zn: [chfk(cos (@7]))] N

i=1 j=1 =1 j=1 “ k=0

9 n n n n
Yoy Y Juleos(di)) =D D cofo=n
k=0 =1 j=1 i=1 j=1

Por lo tanto s(X) > n?.

O

Para entender las demostraciones de los otros dos lemas, usaremos un re-
sultado basico y simple de geometria esférica, que es la ley de los cosenos en
tridngulos esféricos.

La interseccién de una esfera con un plano que contenga su centro genera un
circulo maximo y una circunferencia maxima sobre la esfera. Un circulo maximo
divide la esfera en dos hemisferios iguales. Si tres puntos de la superficie esférica
son unidos por arcos de circulo maximo menores a 180°, la figura obtenida se
denomina triangulo esférico. Los lados del poligono asi formado se expresan por
conveniencia como angulos cuyo vértice es el centro de la esfera y no por su
longitud. Este arco medido en radianes y multiplicado por el radio de la esfera
es la longitud del arco.

Observemos el siguiente triangulo esférico, como muestra la Figura 3, y de-
finamos: sean O el centro de la esfera, u el vector desde el origen hasta C, v el
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vector desde el origen hasta A y w el vector desde el origen hasta B. Ademas
consideremos a como el arco formado por AC, b el arco formado por CB y c el
arco formado por AB.

Sabemos que se cumple en general

w-v =|ul |v|cos(a),
como u, vy w son vectores unitarios, tenemos que

u-v = cos(a)
w - u = cos(b)

(
w - v = cos(c)

Figura 4: triangulo esférico

Para obtener v en términos de u, v y w, necesitamos los vectores tangentes
unitarios a u, t, y tp, a lo largo de las direcciones de los arcos a y b respectiva-
mente. Luego
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v—u(u-v) v—ucos(a)

fa |[v —u(u - )] sin(a)
y
by = w —u(u - w) :w—ucos(b)
lw — u(u - w)| sin(b)

por lo tanto
cos(c) — cos(a) cos(b)

cos(y) =to tp = sin(a) sin(b) ’

o bien, podemos obtener, lo que llamamos ley de los cosenos en tridngulos

esféricos

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(7y).

Observacion: notar que en los tridngulos esféricos se satisface que
180° < ar+ B+ v < 540°.

Prueba del Lema 1: Los polinomios de Legendre, satisfacen la siguiente igual-
dad, que es conocida como una de las propiedades adicionales de ésta familia

de polinomios,

I ( cos(61) cos(f2) + sin(6y) sin(f2) cos(go)) =

k
Fuleos(B)) fleos(82) +2 3 (1 7 (cos(B1) 7 (cos(62)) eos(m) =

m=1

k
Z Cm e f (cos(61)) fi* (cos(62)) cos(mep),

m=0
donde
m d™ (k—m)!
() =(1—t t g = > 0.
=003 5500 ¥ eni= o >
Sea X = {x1,22,...,7,} C S? y x; tiene coordenadas esféricas (6;, ;).

Luego por la ley de los cosenos

cos(¢; ;) = cos(6;) cos(8;) + sin(6;) sin(8;) cos(wi ;), Vij = i — ©j,
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por lo que obtenemos

k
D Fulcos(i)) = 37 e (cos(0) 7 (cos(0;)) cos(mep ) =

3,5 m=0
M m
Z Cm Z U, iUm,j COS(MP; ), Ui = fi"'(cos(6;)).
k i
Ahora veamos que si u1,us ... u, € R entonces

Z Ui Uy Cos(mapi7j) > 0.

i,J
Tomamos vy, vs ... v, € R? con coordenadas
vi = (cos(mep;), sin(mep;)),
y consideramos v = ujv; + ugv2 + ... + u,V,, entonces

0< |l = <v,u> = Zuin cos(me; ;).
7:7j

O

Con estos resultados, finalizamos esta Parte I del trabajo. En la siguien-
te edicion de la revista, continuaremos con un breve estudio de la prueba del
Lema 3, que se basa en calculos puramente técnicos donde se usan propiedades
particulares que tiene la funcién f y la ley de cosenos en triangulos esféri-
cos. Ademads presentaremos algunas soluciones conocidas sobre el problema de
nimero de osculacién en dimensiones mayores que 3; las relaciones de estos
problemas con la teoria de “Reticulos” (o conocidos como Lattices) y proble-
mas semejantes que son estudiados actualmente y se derivan del problema de
las trece esferas. También haremos algunos comentarios sobre el resultado de
Arquimedes de la esfera incrustada en el cilindro; propiedades de la familia de
polinomios de Legendre, que en realidad son un caso especial de una familia
de polinomios mas general conocida como la flia. de Gegenbauer. Y concluire-
mos con una tabla en donde podemos apreciar algunas soluciones para k(d) con
d > 4, o las mejores aproximaciones que son conocidas actualmente.
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