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1.- Introduccion

Este trabajo tiene comaropuesta de ensefianzaelacionar dos temas que habitualmente se
tratan por separado. Nos estamos refiriendo a ikisngas lineales planos de ecuaciones
diferenciales y de ecuaciones en diferencias &initanbos sistemas resultan de fundamental
importancia en el modelado de diversas ramas deleia y en ciertos aspectos admiten un
desarrollo en paralelo donde pueden destacarserédgudes y las diferencias entre ambos. En
tal sentido el estudio se centrard a partir dedasformacion lineal inversible que define el

sistema, considerando Unicamente el caso en quedtm/alores de la matriz de dicha

transformacion sean reales distintos y no nuloss bhotovalores y autovectores de esa
transformacion lineal seran el nodo cognitivo atipatel cual desarrollaremos el estudio

cuantitativo y cualitativo de las soluciones de $istemas autonomos de primer orden de
ecuaciones diferenciales y de ecuaciones en difiaien

Las soluciones de los sistemas de ecuaciones mifates estardn dadas por funciones
vectoriales con dominioR mientras que las de ecuaciones en diferencias,fymmiones
vectoriales con dominioN D{O}. De alli que mientras la representacion graficacdda

solucion en el plano, en el caso de los sistemascdaciones diferenciales sera una curva, en
cambio en el caso de los sistemas de ecuaciondifeeencias estard dada por una sucesion de
puntos del plano los cuales perteneceran a una qur llamaremosurva soporte 0 sostéin
ambos casos juegan un rol fundamental las solusidaedinea recta que estaran determinadas
por cualquiera de los autovectores correspondientasia autovalor.

La transformacion lineal del sistema en la basémiaa E :{I , J} se expresara mediante la
%, @
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matriz A:( j que, por lo dicho anteriormente, tendra determigyamo nulo y

autovaloresA, ,A, reales distintos y no nulos. En este caso esenias, T.(X)=AX

indicando como subindice la bage, en la cual estamos expresando la transformauiéall
Las expresiones como sistema, en forma matrigia¢giante la transformacion lineal en la base

canoénicakE :{I , J} estan dadas, para ambos sistemas de ecuaciorsjguiente cuadro.

Sistemas de ecuaciones diferenciales:
tOR

{x{ (1) = @y X, (1) + 2, % (1)

% (1) = 8, (1) + 3 X (t)
Expresiones

matricial y mediante la transformacidp :

(%(t)}(aﬂ aizj(xl(t)j
%1)) (@ ay)\ %)

X'(t) = AX(), X'(t) =T(X (1)),

donde
e (X% () _(x(@®)
X0 ‘(x;(oj’ X ‘(xz(oj'

Sistemas de ecuaciones en diferencias:
kON O{o}

{xl (k+1) =2y, x(K) +a, X, (K)

X, (K+1) =85 % (K) + 8y, X,(K)
Expresiones

matricial y mediante la transformacidp :

% (k+D)) _(ay a,)(%K)
X2 (k +1) a21 a22 Xz(k)

X(k+1) = AX(K), X(k+1) =T (X (k)

donde
X (k +1) =(X1 (k+1)j, X (K) =(X1 (k)j.
X, (k+1) X, (K)




Resolver los sistemas anteriores utilizando direetde la matriz A resulta en general
complicado por cuanto dicha matriz puede no segodial. La idea consiste en encontrar una
matriz diagonalB semejante a |aA, de tal forma de obtener un sistema equivalente méa
sencillo de resolver. Esta misma idea es valida pmtemas de ecuaciones diferenciales y de
ecuaciones en diferencias.

2.- Matrices semejantes y sistemas equivalentes

Para facilitar la lectura recordaremos algunas am@s que usaremos en este trabajo.
Utilizaremostransformaciones lineale$ : R> - R?, es decir funciones que satisfacen que si
UVOR? y a,b0R, entoncesT(aU +bV)=aT(U)+bT(v). Para cada base di?
existe una matriz de orden A0 R*?, que permite expresar la transformacion lineatieha
base. Asi si trabajamos con la llam&dae candniceE :{I : J} cuyos vectores soh = (1,0)

y J=(01), la transformacion lineal quedard expresada padp tX JR* mediante
T.:R® - R?, dondeT.(X)=Z=AX y tanto X como T.(X) estaran expresados en la
baseE, es decirX =(x; %) =x1 +X,J, Z2=(2;2) =21 +z,J. En forma matricial:

_(Z) [ (X _[&uXtayX
Te(X)=| " |= = :
Z,) 8 8»)\X) \8aXtaypX
Las coordenadas de los vectores en la llasstan dadas por determinados pares ordenados. Si

consideramos una nueva bdse, en general seran distintos los pares ordenadesigfiniran
el mismo vector, es decir, cada vector tendra aiwasdenadas. Si queremos expresar en la base

E un vector cuyas coordenadfy;; y,) estan dadas en la nueva bdse utilizaremos una
matriz de pasd® para efectuar el cambio de coordenadas. Si uon¥dil R* se expresa en la
baseE con X =(x;X,) y en la baseE' conY =(y,;¥,), entoncesX =PY . ComoP es

una matriz de cambio de coordenadas, tendra inverseesultandoY = P™*X mediante la
cual se podra pasar de las coordenadas (x;X,) a lasY =(y,;Y,). Una transformacion

lineal que en la bas& se expresa utilizando la matrix, en la nueva basg' se expresara
mediante una matriB . Las coordenadagx;; X,) en la baseE de un determinado vector se

convertiran en(y;; y,) en la baseE’ . Los pares ordenadds;; X,) y (V;;Y,) representaran el
mismo vector pero en distintas bases.

La transformacion lineall.(X) = A X, donde el dominio y el codominio se expresan en la
baseE, tomara en la bask’ la formaT. (Y) =BY . Estas matrices que representan la misma
transformacion lineal pero en diferentes basems®hmatrices semejantes

En efecto, por definiciébn dos matricés y B del mismo orden sosemejantesi existe una
matriz inversible P, llamadamatriz de pasoptal que A= P B P™. La expresion anterior es
equivalente sBAP =P B ya B =P"AP, multiplicando segtin corresponda gor o P .

En nuestro caso, sh tiene autovalores reales distintos y no nulios A,, entonces la matriz

A
B que consideraremos se&=( ' 1 j gue resulta ser semejante aAg tomando la
2

pll p12

21 p22

matriz de pasd® :( ] cuyas columna$’] = ( p“] y P = ( plz] son autovectores de

21 22
los autovalorest, y A,, respectivamente. Esto puede verse facilmentelealdo los productos
APy P B, conlo que se observa qeP, = AP, y AP, =AP,.



Los autovectored’, y P, son linealmente independientes y en consecuencizah una nueva

base del espacio vectori®®”. De esta form

a, la misma transformacion lin€alR*> - R?

podra expresarse en dos bases distintas mediameataces semejantes y B, obteniéndose
las expresione3; (X) = A X en la base canénida y T..(Y) =BY en la baseE’ ={Fi, I32} .

La matriz de pasd® es la que nos va a permitir realizar el cambicatedenadas de la base
E' a la base canénic&. En efecto, sabemos qué = PX . En consecuencia, como
To(Y)=BY, resultaP T..(Y) = PBY = PBP*X, pero P T..(Y) =T.(X), en consecuencia

PBF*=A, locual justifica la definicion de

matrices seamdgs.

Aplicaremos las nociones de Algebra Lineal que hemado a los sistemas de ecuaciones
diferenciales y de ecuaciones en diferencias. @staveamos primero cual es el significado del

transformado en cada uno de los casos.

En los sistemas de ecuaciones diferenciales:

(1) X'(t) = AX(t) es equivalente K'(t) =T,

(X(t)), dondet O R.

(2) Y'(t) =BY(t) es equivalente X'(t) =Tz (Y(t)) , dondet O R.
En los sistemas de ecuaciones en diferencias
(i) X(k+1) =AX(k) es equivalente K (k +1) =TE(X(k)), conkON O {O}

(i) Y(k+2 =BY(k) es equivalente ¥ (k +

1) =T.(Y(k)), conk ON 0O {}.

Utilizando las nociones antes dadas abordaremagesarrollo en paralelo de los sistemas de
ecuaciones diferenciales y en diferencias destadasdimilitudes y las diferencias entre ellos.

Sistemas de ecuaciones diferenciales
tOR

(1) X'(t) = A X(t) sistema original.
(2) Y'(t) =BY(t), sistemaestandarizado

Sistemas de ecuaciones en diferencias
kON O{o}
(i) X(k+1) =AX(k) sistema original.
(i) Y(k+1) =BY(k) sistemaestandarizado

Los sistemas (1) y (2) son equivalentepgs sistemas (i) y (i) son equivalentes.

Consideremos qu¥ (t) satisface la ecuaciq
(2) y veamos queX (t) =P Y(t) satisface I3
ecuacion (1). En efecto, 8f(t) es solucion
de (2), por linealidad de la derivacion es
X'(ty=PY'(t)=PBY() =P B(PX(t))
Puesto queA=P B P™, resulta

X'(t)=(P BP™) X(t) = AX(t).

Luego, X (t) =P Y(t) es solucién de (1).
En consecuencia, para resolver el sistema
alcanza con resolver el (2) cuya expres

matricial y como sistema en la bak® esta
dada respectivamente por:
yl(t)]

oo )

y()) (0 4,
{ Yi(t) = A i (t)
Yo(t) =4, ¥, (t)
Resolvemos la ecuaciofy, (t) = A, y,(t). Si

dt=[4dt.

y,(t) no se anula, resulj'ay—

NConsideremos qu¥ (k) satisface la ecuacion
(i) y veamos queX (k) = P Y(k) satisface la
ecuacion (i).

Puesto que para toddk[JN [ {O} vale
X (k) =PY(k), asi comok +10N 0O{0},
resultaX(k+1) =PY(k +1) . Luego,
X(k+1) =P BY(k) =P B(P*X(K))
ComoA=P B P™, se obtiene

lié%)(k +1) = (PBPHX(K) = AX(K).
Asi, X(k) =P Y(k) es solucién de (i).

En consecuencia, para resolver el sistema (i)
alcanza con resolver el (ii) cuya expresion

matricial y como sistema en la baké esta
dada respectivamente por:
] (yl(k)j

(yl(k+1)] (/11 0
Y2(K)

{yz(k +1 =4, y,(k) .

10)
Ya(t)

Y(k+D) (0 4,
Ya(k+1) =4, y,(K)
Resolvemos la ecuaciop (k +1) = A, y;(K).



Asi, In|y, () = At +h, y |y, (t) = €™, es
decir, |y;(t)] = k,&"* con €™ =k, >0. Luego,
y,(t)=c, € con ¢ #0. Por otra parte
yi(t)=0
Luego, su solucién general gg(t) =c, e™
conc UR, siendoc, =y, (0) .

Analogamente, Y, (t) = A, y,(t), tendra por
solucién generaly,(t) =c, &' con ¢, OR.

c e

En consecuencia,
j (cz e‘ztj'

AU
Puesto queX (t) = P Y(t), resultara
Py Pl e

Y (t)
o) o o)
p21 p22 C2 e/]Zt

X (t)
0 COMoO Ssistema

también verifica la ecuaci6

Y(t) :(

|

t

M) =p.C et + P G e
X(t) =Py C e + P2, G, e

o también

t

Si  partimos de y,(0)=c, obtenemos
@ =Ay0)=4¢,

M@ =ANO =AM =X ¢ .

1.Si suponemosy, (n) = ¢, A", obtenemos

Vu(n+D) =4 yi(n) = A (A" =A™,

Asi, queda probado por induccibn que
¥i(K) = ¢ 4, dondec, =y, (0).

Si y,(0) =0, entoncesy, (k) =0.
Anélogamente,y,(k+1) = A, y,(K), tendra
por solucién general y,(k) =c,AS con

Y,(0) =c, JR. En consecuencia,

k
Y(K) =(Y1(k)j _ C1/]1k _
Y, (K) C, A,
Puesto queX (k) = PY(K), resultara
(K _(Pu PG

]o

o bien,

ol 2l

X (K)=p,q Alk T PG /]2k
X,(K) = Py C Alk TP G /12k

p2 1 p22 C2 /1 2k

|

X({t)=Rce"+Pc,e".

P P

)

21

dondeP, = (

22

X(k)zF)lcl/]lk"'PzCz/]zk-

j son, respectivamente, autovectoresidg A,

3.- Andlisis cualitativo de los sistemas estandarizados

En el estudio cualitativo de los sistemas antesipwegan un papel fundamental los autovalores
/11,/12, reales distintos y no nulos, de la matéz y sus autovectores. Dicho estudio se ve

simplificado si trabajamos con los sistema
de los autovalores El pasaje a los sistemas

s estaratios dados por la matriz equivaleride
olggirc@nsistira en aplicar la matriz de p&3o

A continuacién efectuaremos el estudio en paraldo los sistemas estandarizados de

ecuaciones diferenciales y en diferencias,

caliaatedo el tipo de punto de equilibrio a partir

de las soluciones de linea recta, que en esteestam@n dadas por los ejes coordenayoy, .

Consideremos el

expresion matricial e¥'(t) = BY(t).
Vimos que su solucién general es

(B

Y.(t)) (¢, e
El punto de equilibrices aquél que satisface
ecuacion vectoria¥'(t) = 0.

¢ et

j , dondec;,c, UR

sistema de ecuaciq
diferenciales estandarizado dado en (2) ©

nésnsideremos el sistema de ecuaciones en
wgilerencias estandarizado dado en (ii) cuya
expresion matricial e¥'(k +1) = BY(K).

Vimos que su solucién general es

(yl(k)j (cﬁf

v (K) CAKJ’ConC“CZDR'
2 2772

Il punto de equilibrices aquél que satisface la
ecuacion vectoria¥(k +1) =0.




Dicha solucion se obtiene si tomamos=cC,
reduce al conjunto unltarl{JO} (0 O)}

=0, en cuyo caso su trayectoria u Orbita se

Las soluciones de linea rectson aquéllas cuyas trayectorias estan conteniama recta.
Evidentemente, tomandg, #0 y ¢, =0, obtendremos las soluciones cuyas trayectorias u

oOrbitas estan sobre el ejg. Andlogamente, s¢, =0 y ¢, # 0, tendremos que las soluciones
cuyas trayectorias u orbitas estaran sobre eygje

dhega los sistemas de ecuaciones en diferencias
obtendremos lasoluciones de linea recta

k k
(S) (yl( )j:(qgl}sicﬂmycz:o.

Para los sistemas de ecuaciones diferenc
obtendremos lasoluciones de linea recta

) _(ce™) . _
(Sl)( j—[ 0 j,su:lichz—O. v,(K)
k 0
yl( )j:(cz/]zkj,sicl:chz;tO_

Y,(t)
(S) (0 sic,=0 #0 (S|)(
Tl e ) ATV ETE: Y, (K)

AU

Y2 (1)
El comportamiento de las soluciones de linea rdifiere esencialmente para los sistemas de
ecuaciones diferenciales y los de ecuaciones enedifias. En ambos casos haremos nuestro
estudio, en paralelo, sobre las soluciones de heeta cuyas trayectorias u orbitas estan sobre

el eje y, ya que el comportamiento para las soluciones cuggsctorias u orbitas estan sobre

el eje y, es analogo.

Para los sistemas de ecuaciones diferenci
las soluciones de linea rectay)(8enen por

trayectorias semirrectas abiertas del gje
con origen en(0;0) .

El sentido de recorrido de la trayector
acercandose al origen o alejandose del €
cuandot — +oo, estard dado por el signo

A,. En efecto,

Si 4,>0, lim ce"'=0y lim c et =0
+o0sic >0

{—oosicl<0'

lim ¢, et
to +ooc;'|'

pues, lim ¢ e™'

t- +o0

Si /]1<O1 :Oyt”rp Cle/ht:oo

+osic >0

limc et = .
pues, lim ¢, {—oosicl<0

Observaciones:
Si A, =0, entoncesy,(t) =c, y

alekgra los sistemas de ecuaciones en
diferencias, las soluciones de linea rectq (S

tienen por Orbitas subconjuntos del eye,

finitos o infinitos numerables. Estas oOrbitas
estan contenidas en un uUnico semieje, Si

'a/l >0. Pero sid, <0, entonces los puntos de

jga ‘Orbita correspondienteska par estaran en
un semieje y los correspondientek ampar
en el semieje opuesto.

Cuandok — +0, los puntos de la solucién
se acercaran al origen o se alejaran de él,

segun segl,| # 1.

En efecto,

Si |A|>1, entonces|im QA =,
Si A <1, entonces|im g A =0.

Observaciones:
sid=1 y(K=qy limyk=c.

t”rp Yi(t) :t“,m yi(t) =

Si A =-1, [yi(k)|=[e], lim [y (K)[=]c|.

En el caso de los sistemas de ecuaciones difelemaade ecuaciones en diferencias, es

importante conocer el comportamiento del punto qeilierio

soluciones de linea recta cuyas trayectori

0= (00) a partir de las
as e=tael ejey, o en el ejey,. Utilizando la



informacion correspondiente a ambos ejes podrettassicar el tipo de punto de equilibrio en
el plano. Para cada recta, diremos que el puntgd#ibrio se comporta como wumiderosi

al tender la variable independiente ¢ k) a mas infinito, entonces los valores de la fumcié
tienden al punto de equilibri@): (0;,0). Por otra parte, cuando los valores de la funcién
tienden a infinito diremos que el punto de equititse comporta para dicha recta como una
fuente Lo antedicho vale tanto para las soluciones dealirecta del ejgy, como dely,.

Evidentemente, de acuerdo a los valoresldg de A, se pueden presentar distintas situaciones

que permiten clasificar el punto de equilibrio sistema. En efecto, si en ambos ejes y, el

punto de equilibrio se comporta como un sumiderapreces el punto de equilibrio es un
sumidero o nodo estabtel sistema. Si en ambos ejes el punto de eduaildgr comporta como
una fuente, entonces el punto de equilibrio esfueate o nodo inestablel sistema. Por otra
parte, si en un eje el punto de equilibrio se catapcomo un sumidero y en el otro como una
fuente entonces el punto de equilibrio espunto de silladel sistema. De acuerdo al analisis
hecho para ambos sistemas sobre el tipo de soéscida linea recta, podremos establecer el
siguiente paralelo.

Para los sistemas de ecuaciones diferenciglé¢zara los sistemas de ecuaciones en diferencias
Si /<0y A,<0, entonces el punto deSi |1|<1 y |1,|<1, entonces el punto de

equilibrio (00) es un sumidero o nodoequilibrio (0;0) es un sumidero o nodo
estable. estable.

Si 4>0y 4,>0, entonces el punto deSi |4|>1 y |4,|>1, entonces el punto de
equilibrio  (00) es una fuente o nodGquiibrio (00) es una fuente o nodo

inestable. inestable.
Si 4,<0<4,, 0si 4, <0</, entonces €| Si |4 <1<|},|, o si|4,|<1<|)), entonces
(G:0) es un punto de silla. el (0,0) es un punto de silla.

Como vemos en el estudio anterior, para algunasesided, y A, tenemos el mismo tipo de
punto de equilibrio para los sistemas de ecuacidifeenciales y en diferencias. Denotaremos

con A, a A, o a A,. Las condicionesA; <0 y ‘Ai‘<1 se cumplen simultdneamente
unicamente para-1<A, <0. Por otra parted, >0 y ‘Ai‘ >1 se cumplen paral, >1. Con
esta informacién podemos afirmar:

Si —1<A, <0y —-1< A, <0, entonces el punto de equilibrio de los sisteneasaliaciones
diferenciales y en diferencias sera un sumiderodm restable.

SiA,>1y A,>1, entonces el punto de equilibrio de los sisteneasaliaciones diferenciales
y en diferencias sera una fuente o nodo inestable.

Si -1<A, <0y A,>1o0siA,>1y —-1<A,<0, entonces el punto de equilibrio de los
sistemas de ecuaciones diferenciales y en diferemseira un punto de silla.

En los demas casos el tipo de punto de equililteespondiente a los sistemas de ecuaciones
diferenciales y en diferencias no coincide; pomgje, si A, <-1y A,<-1, entonces el
punto de equilibrio de los sistemas de ecuacioifesedciales es un sumidero, mientras que
para las ecuaciones en diferencias sera una fyamIee‘/] 1‘ >ly ‘/1 2‘ >1.

4.- Andlisis cuantitativo y cualitativo de los sistemagstandarizados y originales

llustraremos con ejemplos los diversos comportatogepara distintos valores dé y 4,,
destacando las diferencias entre los sistemasudeieaes diferenciales y en diferencias.



En estos ejemplos veremos el comportamiento deolasiones analiticamente y mediante sus
representaciones graficas. Esto se hard, tantdgmeistemas estandarizados representados en

las coordenaday/,,y,, como para los sistemas originales representagdasecoordenadas

X, X,. Para los fines de la mejor comprension del teraafip de no reiterar en cada caso el
comportamiento de las curvas al pasar del sisteen@cdiaciones estandarizado al original
propuesto en cada ejemplo, haremos algunas adaescisobre la transformacién de las
representaciones graficas al pasar mediante laznurpasoP del sistema de coordenadas

Y, Y, al sistemax, X,.

1
Si Y = j,su transformado pde es(x1
Y.) \O X,
0
Si % = j,su transformado pdP es(x1
y.) 1 5
Si Y = bl] , Su transformado pdP es(xlj
Y.) \b, X

M
.

Puy
P21

o
:

Pus
Pa1

P,.

o

q( bp,+bp,
b, P,y +10,P,,

P
P22

()

En el sistema de coordenadgs X, , el semieje positivgy, se transforma en el semieje positivo
del autovectorP, . Analogamente, el semieje positiyg se transforma en el semieje positivo
del autovectorP,. De esta forma, los puntos de cada solucion diéraa estandarizado
ubicados en el cuadrante determinado por los sesn@jsitivosy,, Y, se encontraran en el

cuadrante determinado por los autovaloF¢

valido para todos los cuadrantes. Dichos p
cada solucion del sistema original.

Ejemplo 1. Consideremos el sistema

ecuaciones diferenciales:

xi(t)=§x1(t)—§xz(t)

x'z(t)=—§ 1(t)+§x2(t)
(xi(t)j:( 8/3 _]/3MX1(UJ
Xlz(t) _2/3 7/3 Xz(t)

Si hallamos los autovalores de la matriz
sistema vemos que sol, =2, A, =3. Asi
la forma estandarizada de dicho sistema, &
base de los autovectores, y su solucién ger
en la cualc,c, R, son:

{%(t) =2y(t)

Yo (t) =3y, (t)
Puesto qued, >0 y A,>0, el punto de
equilibrio es una fuente o nodo inestable.
trayectorias de las soluciones de linea r
son las semirrectas abiertas con orig€D)

determinadas por los cuatro semie

yi(t) = ¢, &
y,(t)=c, e’

sy P, en el sistemax ,X,. Esto sigue siendo
untosid&max; , X, corresponderan a puntos de

dgemplo I. Consideremos el sistema de

ecuaciones en diferencias:

1
_EX2

(k)

eler) =2+ Dxlk)
8/3 -1/3)\( x(k)

el T

d8i hallamos los autovalores de la matriz del
sistema vemos que soh) =2 y A, =3. Asi
rddorma estandarizada de dicho sistema, en la
idrase de los autovectores, y su solucion general
en la cualc,c, IR son

{y1(k +1) =2y,(k)

Yo(k+1) =3 y,(t)
Puesto queld|>1y |4,>1, el punto de
L@guilibrio es una fuente o nodo inestable. La
>@bita de cada solucion de linea recta es una

sucesion que tiende a infinito. Condp>0 y

x(k+1) :gxl(k)

X (k+1)
X,(k +1)

¥ (k) =¢, 2"
y,(K) =¢, 3"

coordenados. El sentido de recorrido de

JI?; >0, esta sucesion esta formada por puntos



mismas es del origen hacia infinito. Cadaertenecientes a un Unico semieje abierto de

trayectoria recorre toda la curva por cu
—00<t<+o00,

Si consideramos la curva((:lem;c2 e3t)
correspondiente a la solucién con condic
inicial (cl;cz) para t=0, cada puntd
(c;c,)= (c:lezu;c2 e3”) de dicha curvg
corresponde a una nueva condicion inig
cuya squcic’m(C1 e”;C, e3t) tendra la mismé
trayectoria.

Por el contrario, si no existe un[] R tal que
(c;c,)= (clezu;c2 e3”) dichas condicione
iniciales perteneceran a otra trayectoria.
Puesto que cualquier solucion del sistema
de la forma((:le”;c2 e3t) resultara que cad

trayectoria serd una curva contenida en un
los cuadrantes abiertos y su sentido
recorrido sera alejandose del origen p
coincide con el sentido de las dos solucio

de linea recta que la generan. En la Figur

se muestran algunas de las trayectorias d
soluciones.

20

10

Figura 1.

Ahora obtendremos la solucién del siste
original, en la base candnica, determinand
matriz de paso.

o) e

respectivamente autovectores de=2 vy
A, =3, tomamos como matriz de pa

(1

Como

R

P

2 ] En consecuencia, la soluci

ntos ejes coordenados. El valor que toma la

sucesion parak =0 es el mas cercano al
origen de coordenadas. Cada condicién inicial

iéjet_ermina una sucesion de puntos que se van
rﬂejando cada vez mas del origen.

Consideremos una curva sopo(ﬂgZ‘;c2 3‘)

Lcon t [ R, que estara contenida en un Unico
i@uadrante abierto. Sobre esta curva se
» encuentran los puntos correspondientes a la

condicioén inicial (cl;cz), parak =0 de la
((:l 2“c, 3"). Cada
°(C,;C,)= ((:lezu;c2 e3”) de la curva soporte
corresponde a una nueva condicion inicial,
L es 'z 2k.C 3k 4
Lcuya solucion serdC, e™;C,e™ | que tendra
Ig misma curva soporte. Si no existe un
p de 2u 3u
R tal que (Cl;Cz)=(cle ,C, € )
udihas condiciones iniciales pertenecerdn a
nesa curva soporte.

solucion punto

1 .
aaﬁ la Figura | se muestran algunas curvas
" soporte de las soluciones.

4007

200f

Figura I.

mfshora obtendremos la solucién del sistema
oggginal, en la base candnica, determinando la
matriz de paso.

o v e

respectivamente autovectores de=2 vy

Como

R

S0l, =3, tomamos como matriz de paso

(1
DIrP =

2 J En consecuencia, la soluciéon

general del sistema del Ejemplo 1 es

general del sistema del Ejemplo | es



%, (t)
X,(t)

|

En la Figura 2 se encuentra la represental
grafica de algunas trayectorias, entre ellag
de linea recta, para diversos valores de
condiciones iniciales. En
teniendo en cuenta la transformacion po
matriz de pasoP de los ejes del sistema

ecuaciones estandarizado a las coorden
canonicas del sistema de ecuaciones orig
todas las observaciones hechas anteriorm
son también validas en este caso.

o) ‘fl(iiij

0 COMoO Sistema

% (1) =¢ €
X,(t) =2¢c € +c2

Figura 2.

consecuenc

|

%, (K) _(1 —1) c, 2
%K) ) (2 1)(c,3

0 COmMo Sistema

% (k)=¢ 2 ~c, &

x,(k)=2¢ 2 +c, 3
cion la Figura Il se encuentra la representacion
sfica, para diversas condiciones iniciales de
kElgunas curvas soporte, entre ellas las de linea
iggcta. Las orbitas de cada solucion estan
farmadas por puntos de una de estas curvas.
lé\si, teniendo en cuenta la transformacion por
aldamatriz de pasd® de los ejes coordenados
rmdd) sistema estandarizado a las coordenadas
eca@dnicas del sistema de ecuaciones original,
todas las observaciones hechas anteriormente
son también validas en este caso.

|

Figura II.

Para poder destacar las diferencias entre losngstede ecuaciones diferenciales y de
ecuaciones en diferencias, vamos a determinar sistegnas elegidos adrede para que tengan la
misma matriz de pas® ya considerada anteriormente y autovalores araitngnte elegidos

por su utilidad para nuestra ejemplificacio

n. Edo® los casos el punto de equilibrio de los

sistemas de ecuaciones s€& (0;,0), dependiendo de los autovalores su designaciom com

sumidero, fuente o punto de silla.

A continuacién ejemplificaremos el procedi
los Ejemplos 2 y II. Por lo antedicho, al ut

inversa P = (_]2//:; ]]jg

A, = 3. Ademas sabemos que= PBF™*

S P 8

, en

2.

mientseguir para la obtencién de los sistemas de
ilizzomo matriz de pas® , resulta como matriz

j. Los autovalores elegidos para nuestro proposito 4 = —

tonces, obtenemos:

4/3

o )

En todos los casos que trataremos seguiremos lapsocedimiento.



Ejemplo 2. Consideremos el sistema

ecuaciones diferenciales:

< 0= 2%0)-2x,0)
X, (t) = —%O x,(t) —éxz (t) |
20 )

Los autovalores de la matriz del sistema
A =-2, A, =3. Asi la forma estandarizag
del sistema y su solucién general en la ¢
C,,C, UR, son respectivamente:

{vl(t) =-2y,(t) {yl(t) =ce™
Y, () =3 y,(t) y,(t)=c,e*’

e
En la Figura 3 se encuentran dibuja
algunas trayectorias del sistema estandari:

tomando como ejes coordenadgsy, .

Figura 3

Paray,(t), limy, (t) =0. Paray,(t),
t- 400

si ¢, >0, entonceslim vy, (t) =+0 y

t- 40
sic, <0, limy,(t) =—co.

t- 40

En consecuencia, el origen es un punto
silla tal que las curvas cuando— +o se
acercan al origen por el eje de absciyasy
se alejan del origen por el eje de ordeng

y, . Cada trayectoria esta en un solo cuadr

abierto. Su forma se asemeja a la de una f
de una hipérbola que tenga como asintota:
ejes coordenados.

Ahora obtendremos la solucion del siste)
original, en la base canodnica, utilizando

matriz de pasd®, con B y P,, autovectores

dgemplo Il. Consideremos el sistema de

ecuaciones en diferencias:

Xl(k+1):gxl(k)_gxz(k)

k) =202
x(k+2))_( 4/3 -5/3)(x(K)
[etern) (0 P

sbos autovalores de la matriz del sistema son
lad, = -2, A, =3. Asi la forma estandarizada
w@ dicho sistema y su solucién general en la
cual c,c, JR, son respectivamente:

{yl(k +1) =-2 yl(k) {yl(k) = (_2)k
Vo(k+D) =3y,(k) | y,(k) = ¢, 3"

1&31 este caso, como en el Ejemplo |, puesto
afle |1 >1 y [4,|>1, el punto de equilibrio

es una fuente o nodo inestable.

Los valores orbitales de cada solucion de
linea recta son una sucesion que tiende a
infinito. Como 4, <0, y,(k)=c, (-2)*
tendrd puntos en ambos semiejes abiertos de

abscisas, dependiendo de la paridad dgue
estén en uno de los semiejes o0 en el opuesto.

Puesto que A, >0, esta sucesion esta
formada por puntos pertenecientes a un tnico
semieje abierto del eje de ordenadas El
valor que toma la sucesion paka= 0 es el
mas cercano al origen de coordenadas. Cada
condicion inicial determina una sucesién de
puntos que se van alejando cada vez mas del
origen.

Como cualquier solucién del sistema es de la
forma ((:l (-2)“;c, 3“), donde(c,;c, ) es la
condicién inicial parak =0, resultara que
dicha solucion estara formada por una
gécesion de puntos pertenecientes a las curvas

sostén de expresion paramétr(‘@?;c2 3t)
Lcyas(_cl 2ic, 3‘) con tJR. Dichas curvas

LaRbre las que estan los valores de la sucesion
239 simetricas con respecto al eyg. Si

5 ©s>0 los puntos de la solucién estarén en
los cuadrantes 1ro. y 2do. y estaran en el 3ro.
MPato. si C, <0. La Figura | también permite

a_ . .
visualizar el comportamiento de las
 soluciones.
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respectivamente del, =-2, y A, =3. La
solucion general del sistema del Ejemplo 2

o)

X, ()
0 Ccomo sistema

|

o bien, destacando los autovectores

X(t) = cl( j e’ + CZ(_llj e’

En la Figura 4 se encuentra la represental
gréfica de algunas trayectorias, en el sists

de coordenadasx,X,. Entre las cuales S

hallan las de linea recta. Si crece esta
trayectorias se acercan al origen por la r¢

generada por el autovectdd, = (L2) y se
alejan del origen por la generada

P,=(-11). Cada trayectoria estara en
Unico cuadrante de los determinados por
rectas generadas p& = (12) y P, =(-10).

1 t

2 1

c e’
c, 6

x, (t)=c e®-c, e
X,(t)y=2c, e +c, e

1
2

Figura 4

Ejemplo 3. Consideremos ahora el sistema

I

X

!

[0)=-4x0)+
x,ll(t) —4/3 5/3)( %(t)

(o) B0

Los autovalores de la matriz del sistema

A =2, A, =-3, observamos que en modu

coinciden con los del Ejemplo 2, teniendo

Consideremos el par de curvas soporte
ek, 2.c,3) vy (~¢2;c,3) con tOR,

sobre las que se encuentran los puntos
correspondientes a la condicion inicial

((:l ,C ) para k=0 de la solucién

(¢, (=2)%;c,3). Para nuevas condiciones
iniciales  (C,;C,)= (q 2" ¢, 3”) o bien
(c;c,)= (—q 2'¢, 3”) para alginudR,

los puntos de la solucic’)l(C1 (-2)%;C, 3")
estaran sobre el mismo par de curvas soporte.

Si (Cl;Cz) no cumplen las condiciones

cigmeriores, los puntos de la solucion
spRrteneceran a otro par de curvas soporte.

€Ahora obtendremos la solucion del sistema
5original, en el sistema de coordenadgsx, ,
*Clfizando la matriz de pasB,conPB y P,
autovectores respectivamente de=-2, y

Dor
uéZ = 3. La solucion general del sistema del
k
G (-2

Ilglgemplo Il es
X, (k) (1 1)
X, (K) 2 1 c,3 )
0 como sistema
x (K)=¢ (-2)* - ¢, 3
X, (k) =2¢ (-2) +¢c, 3
O bien, destacando los autovectores
X (k) = cl(lj (-2) + cz('lj 3¢
2 1
En los cuadrantes abiertos, determinados por

P; P,, los puntos de cada solucion tendran

un comportamiento analogo a los del sistema
de ecuaciones estandarizado.

Ejemplo Ill. Consideremos ahora el sistema

1=+ S lk)
(et ) = D 9+, ()

~4/3 5/3)( %(k)

)G 390

sbns autovalores de la matriz del sistema son
lol, =2, A, =-3, que en mddulo coinciden
aon los del Ejemplo Il, teniendo los signos

&&+ﬂ
X, (k +1)

signos invertidos en relacion a los anterio

rggvertidos en relacion a los anteriores. Como

11



Luego, el origen sigue siendo un punto
silla y la forma candnica del sistema y

solucion general en la cuat,c, JR, son
respectivamente:

{ yi(t) =2 y,(t)
Yo (t) =-3Y,(1)

Por lo dicho, para este sistema se conse
las representaciones gréficas del Ejempl
invirtiendo tan solo el sentido de recorrido
las trayectorias.

yi(t) =c e
y.(t)=c,e™’

e—3t

Como la matriz de paso es nuevameRtela
solucidén general del sistema del Ejemplo 3
x 1)) (1 -1)(cé€”
, 0
xt)) (2 1)lce™
— 2t _ -3t
Xl(t)_cle2 C2e3 ,0b|en,
X,(t)y=2c, e* +c, e™
1 -1
X(t)= e'+c
0=[5)# +e/ ;]
Ejemplo 4. Consideremos ahora el sistema
Y 8 1
X (t) = -—x(t)+ 2 x(t)
3 3
DL 2 7
X,(t) = =% (t)- - % (t)
3 3
%)) (83 ¥3)(%()
%, (t) 2/3 -7/3/{ x(t))
Los autovalores de la matriz soﬁ1=—2,
A, =-3. El sistema estandarizado y
solucion general cog,,c, R, son:

{y;(t) =-2y(t) {yl(t) =ce
Yo(t) =3 y,(t) ’ y,(t)=c,e

Puesto qued, <0 y A,<0, el punto de
equilibrio es un sumidero o nodo estable.
trayectorias de la Figura 1 coinciden con
de este ejemplo pero su sentido de recor
cuandot - +o0 es acercandose al orige
Cada trayectoria se encuentra en un

cuadrante abierto. Como la matriz de pas
P, obtenemos como solucién general

oG s

2t

3t °

c e
c, e

%, (t)
%,(t)

des autovalores son en médulo mayores que
sl el origen es una fuente o nodo inestable. La
forma del sistema estandarizado y su solucion

general corc,C, L1 R, son respectivamente:

{yl(k+1>=zy1(k) | ownlk)=c 2
Y,(k+1) =-3y,(k)" | y,(k) = ¢, (-3)*

Las curvas soporte sobre las que estan los

rvaifores de la sucesién son simétricas con
Dréspecto al ejey,. Independientemente del

dsﬁgno dec, #0; si ¢, >0 los puntos de la

solucion estaran en los cuadrantes 1ro. y 4to.
y estaran en el 2do. y 3ro. § <0. La

€S. . .

I§|gura I exhibe puntos de soluciones sobre
alguna curva soporte. Para la matriz de paso
P, la solucion del Ejemplo Il es

(xl(k)] (1 1}( ¢ 2 J,obien,

%K) ) (2 1)lc, (-3)"
Xy (k) = G 2" - C, (_3)k
Xz(k) =2¢ 2" + C, (_3)k .

Ejemplo IV. Consideremos ahora el sistema
1
-(k)

(k)

xl(k+1)=—§x1(k)+3
x(k)

x(k+2) =2, () -
| )

- X,
3
x(k+1)) (-83 13
a2 7l
Los autovalores de la matriz soh =-2,
sul,

solucion general cog,,c, LR, son:

{yl(k +D)=-2y,(K) {yl(k) =6 (-2
Y,(k+1) =-8y,(k)" |y,(k)=c, (-9

Por ser [4[>1 y [A]|>1 el punto de

| gguilibrio es una fuente o nodo inestable.

|&esto qued, <0 y A, <0, en todos los

ré@sos los puntos de la sucesién solucién se
encuentran en pares de ramas de curvas
5@0porte simétricas respecto del origen, ramas
D @te se ven en la Figura I. Asi, cada solucion
dedndra sus puntos en el 1ro. y 3er. cuadrantes,
o bien, en el 2do. y 4to. Como la matriz de

paso esP, la solucién general del sistema

-3. El sistema estandarizado y su

¢ (-2)"

Tl )

% (k)
2 1

X, (K) c, (-3)"

12



0 como sistema,

X ({t)=c e

{xz(t) =2ce?+c, e
Las curvas de la Figura 2 también
trayectorias de este sistema, pero siend
recorrido hacia el origen, ya que @E (0,0)
es un sumidero.

-c, e’

q

0 bien, con sistema

{ % (K)=6 (2 -c (-3
%(K) =26 (-2 +¢, (-3

dros pares de curvas soporte de la Figura Il,

b ilsistran las soluciones del sistema original.

También en este caso las soluciones son
puntos de curvas sostén simétricas con
respecto al origen.

En los cuatro pares de ejemplos anteriores, mientra los sistemas de ecuaciones en

diferencias el0= (0;0) siempre es una fuente, en los sistemas de eceacitiferenciales

dicho punto es una fuente, sumidero o punto d& gilhora desarrollaremos en sendos ejemplos
casos en que uno solo o ambos autovalores no semoen

Ejemplo 5. Consideremos ahora el sistema
, 1
%)= %0+ x)

0=+ x.0)

o6 e

Los autovalores de la matriz sod, =2,
A, =1/2. El sistema estandarizado y
solucién general cog;,c, UR, son:

Yi(t) =2 y,(t) _ y,(t)=c e*
ACEESACR (0 =c, &

Puesto queA, >0 y A,>0, el punto de

equilibrio es una fuente o nodo inestable.

Ejemplo V. Consideremos ahora el sistema
1
clertl=xl

(k) + 2%, (k)
A

| )

Los autovalores de la matriz sor\l—Z,
SW,=1/2. El sistema estandarizado y su

x,(k+1) =

%,k
x(k
2k

solucion general cog,,C, UR, son:
y(k+1) = 2 y;(k) (k) =¢, 2"
Yk +D =2 v, ()’ { J(K)=c, (12)

Por ser|A| >1 y |4, <1, el (00) es punto

L@# silla y comod, >0, A, >0, las 6rbitas de

trayectorias de la Figura 5 tienen su sentido geqa solucién estan en una curva soporte de

recorrido, cuandot — +c, alejandose deg
origen. Cada trayectoria se encuentra en

solo cuadrante abierto.

-200 200

lun cuadrante abierto (Ver Figura V).
un

Figura 5

Mediante la matriz de pasP,
solucidén general del sistema original es:

Figura V

resulta que la Mediante la matriz de pasB, resulta que la

solucidén general del sistema original es:

13



=<

oG D [ ] owon | (o) e 2 oo

%)
1 x (k) =¢ 2 - ¢, (¥2)
n0=ae e e x()=26,2 +c, (2

X,(t)=2c € +c, e?

\w

s

/ 2 4

Figura 6 Figura VI

Las trayectorias de este sistema, de la Figura 8s orbitas de cada solucién estan formadas
se recorren alejandose del origen cuanger puntos de una de estas curvas soporte,

t — +oo, siendo el(0;0) una fuente. como ocurre en el sistema estandarizado.
Ejemplo 6. Sea el sistema Ejemplo VI. Sea el sistema
4 1 = A K)-L
%)= %) %) x(k+1) =2, (k)-—x (k)
: 1 70 =1 ’
%=1+ 2 ) llrt)=-gxl) gl

: _ ><1(k+1)j:( 4/9 —ﬂlBJ(xl(k)]
) | Bl el
, _ Los autovalores de la matriz sofy =1/3,
Los autovalores de la matriz sod =3, A, =1/2. Luego, el sistema estandarizado y

A, =1/2. Luego, el sistema estandarizado y stf

., su solucién general con,c, L R, son:
solucién general cog;,c, UR, son: 9 o, C,

_t k
Vi) = %00 )= e Hlk+h =2 %) {yl(k) =a(y3)
ACEERAC )=cet | ETY =3 vt Lalk)=el2
? 2 7% 2\l) =G

Por ser|A|<1y |4,|<1 el (00) es un
Pue.s'to' que4, >0 y 4,>0, eI. punto de sumldero o nodo estable. Com# >0 y
equilibrio es una fuente o nodo inestable.

trayectorias de la Figura 7 tienen su sentidg ?fe>0 en todos los casos los puntos de la
recorrido, cuandot — +co, a|ejéndose de|SUC€SIOn solucion se encuentran en una curva

origen. Cada trayectoria se encuentra en $@Porte contenida en un Udnico cuadrante
solo cuadrante abierto. abierto, como se exhibe en la Figura VII.

14



-10 10

Figura 7

Como la matriz de paso d3, obtenemos |z
solucion general del sistema original

(Xi(t)j:(l j ] € | o bien
Xz(t) 2 1 St
c,e
1 PN
x(t) = cl(;) &3 + Cz( 11] e2

Figura 8

Las trayectorias de este sistema, visualizg
en la Figura 8, son recorridas alejandose

origen cuandot — +co, siendo el0= (0,0)

50T

401

30T

20T

| | | | | | | | | |
t t t t t t t t t t
-250 -200 -150 -100 -50 50 100 150 200 250
-20T
-30T

40T

-50—

Figura VII

Como la matriz de paso €3, obtenemos la
solucion general del sistema original

- 21

w72 1))
)=o) W v 0.

Figura VIII

Las orbitas de cada solucidon estan formadas
por puntos de una de estas curvas soporte,
como ocurre en el sistema estandarizado.

mo

el ya se dijo para el sistema
&standarizado, ahora tambié®;0) es un

sumidero o nodo estable.

una fuente.

Vamos a resumir las caracteristicas del punto déileip de los sistemas considerados en los

seis pares de ejemplos anteriores

Sistemas de ecuaciones diferenciales:
Ejemplo 1: (0;0) es una fuente.

Ejemplo 2: (0;0) es un punto de silla.
Ejemplo 3: (0;0) es un punto de silla
Ejemplo 4: (0;0) es un sumidero.
Ejemplo 5: (0;0) es una fuente.
Ejemplo 6: (0;0) es una fuente.

Sistemas de ecuaciones en diferencias:
Ejemplo I: (0;0) es una fuente.

Ejemplo II: (0;,0) es una fuente.
Ejemplo 11I: (0;0) es una fuente.
Ejemplo IV: (0;0) es una fuente.
Ejemplo V: (0;0) un punto de silla.
Ejemplo VI: (0;0) es un sumidero.

15



Podemos observar que segun los valoresidg A, tenemos el mismo tipo de punto de

equilibrio, mientras que en otros difiere segutrate de sistemas de ecuaciones diferenciales o
en diferencias.

Recordemos que a partir del par de ejemplos Ends construido los tres siguientes pares de
ejemplos para los sistemas de ecuaciones difetesgiade ecuaciones en diferencias tomando

la misma matriz de pasB y construyendo la matriA = PBF™, donde en todos los casBs
era la matriz de los autovalores considerada em cado. Asi, manteniendo los valores
absolutos de los mismos y efectuando los cambiossigeo obtuvimos esos ejemplos.
Evidentemente, un trabajo andlogo podria hacerséoscejemplos 5, V y 6, VI. En el siguiente
cuadro resumimos las caracteristicas del puntqdiéileio en esos casos.

Autovalores Sistema de Sistema de
ecuaciones diferenciales ecuaciones en diferencias

A =-2;A,=12 (0;:0) es punto de silla.| (0;0) es punto de silla.

A=2:1,=-12 (0;,0) es punto de silla.| (0;0) es punto de silla.

A==-2;1,=-12 (0;0) es sumidero. (0;0) es punto de silla.

A=-13;A,=12 (0;0) es punto de silla.| (0;0) es sumidero.
A =1Y3;4,=-12 (0;0) es punto de silla.| (0;0) es sumidero.
A =-13;1,=-12 | (00) essumidero. (0,0) es sumidero.

5.-Conclusiones
Con esta presentacion del tema aspiramos a quauosios que ya tengan nociones bésicas
sobre sistemas de ecuaciones diferenciales y ereddias:

i) Puedan interrelacionar conceptos fundamentgedlgebra Lineal, Analisis Matematico y
Geometria, con el objetivo de no ver ciertas dis@p mateméticas como compartimientos
estancos.

i) Logren una mejor integracion con temas estlmaanteriormente
iif) Puedan alcanzar una mejor profundizacién eiuf@amentacion y desarrollo del tema.

iv) Para las asignaturas que lo necesiten resufte sencillo la aplicacién al analisis de la
estabilidad del sistema que modela el fenémeno.

A nuestros colegas docentes les sugerimos, quesezdque un tema lo permita, puede ser (til
su desarrollo alrededor de un nodo cognitivo coebasejemplificado en este caso.
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