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1.- Introduccion

Existen numerosas investigaciones que provienen tanto del campo de la psicologia como de la
educacion matematica relacionadas con heuristicas, sesgos y obstaculos en el abordaje de
problemas probabilisticas. En estas investigaciones se sostienen que los estudiantes llegan a un
curso de probabilidad con un bagaje de ideas acerca de la misma que han incorporado a través
de experiencias informales de su vida cotidiana (Garfield y Ahlgren 1988). Asi, pueden
desarrollar su propia manera de razonar acerca de eventos cuya ocurrencia esta caracterizada
por la incertidumbre (Kanhneman y Tversky, 1973; Kanheman, Slovic, y Tversky 1982; y
Konold 1991) y en consecuencia este proceso previo dificulta la comprension correcta de la
probabilidad formal. Muchas de las concepciones erréneas acerca de la probabilidad que tienen
los estudiantes, a menos que se las trate especificamente, no desaparecen con un curso
formal de probabilidades (Konold 1995, Leviatan 2002). Ante esta situacion y considerando
que el error constituye una fuente valiosa de informacién, que forma parte del proceso de
construccion del conocimiento y que puede ser el motor que provoque un cambio en el
aprendizaje del alumno, se hace necesario el disefio de actividades tendientes a superar
fundamentalmente aquellas dificultades que persisten al finalizar la ensefianza. Desde este punto
de vista parece recomendable para el tratamiento del tema en clase, trabajar con un conjunto de
problemas prototipicos que permitan promover la discusion de los elementos basicos de la
naturaleza aleatoria del fendmeno a modelar, la manera de construir el modelo, las herramientas
a utilizar para hallar la solucion y la interpretacion que esta merece. Siendo la teoria de la
probabilidad un campo especialmente rico en paradojas consideramos entonces, que el
tratamiento de paradojas y cuasi-paradojas puede aportar elementos que permitan superar los
conflictos y consolidar el aprendizaje de las nociones probabilisticas en el aula, posibilitando
que el alumno argumente, discuta y revea sus conocimientos e intuiciones.

2.- Paradojas y cuasi-paradojas en la ensefianza

Las paradojas han desempefiado un papel importante en la evolucion de las Matematicas ya que
su resolucion ha exigido abandonar conceptualizaciones existentes estimulando el nacimiento
de ideas matematicas importantes.

Como ya se ha sefialado la Probabilidad es un campo especialmente rico en paradojas las cuales,
a diferencia de lo que ocurre en otras ramas de la matemaética, se presentan tempranamente en el
abordaje de nociones elementales de la teoria. El tratamiento en clase de las paradojas pueden
ocasionar en el alumno el surgimiento de confusidon e inseguridad temporal, pero estos
conflictos cognitivos generados, creemos que son dispositivos pedagdgicos Utiles para la labor
del docente.

Flores, en Paradojas Matematicas para la Formacion de Profesores (1999) presenta una
secuencia para emplear en la formacion de profesores basada en una paradoja y el andlisis de la
paradoja desde diversos campos de la matematica. El objetivo fundamental de su trabajo fue
mostrar la necesidad de profundizar en los conceptos matematicos y sus significados, que
posibilitan la elucidacion de la paradoja.

En el campo especifico de la ensefianza de la probabilidad Leviatan (2002) propone un método
que tiene como objetivo confrontar al alumno con sus dificultades para sortear posibles
conflictos cognitivos. ElI método desarrollado tiene tres etapas: en la primera, previo al
tratamiento de un tema se le solicita al alumno que responda un cuestionario sobre problemas
que involucran el tema a desarrollar; en la segunda la discusion en la clase es acompafiada por
una seleccidn de “cuasi-paradojas” probabilisticas y finalmente en la tercera se discute acerca de
alguna famosa paradoja relacionada con el tema en tratamiento.

En los trabajos de Flores y Leviatan se explicita el rol que se le asigna a las “paradojas” y
“cuasi-paradojas” cuando se las utiliza con fines de ensefianza



e el empleo de paradojas matematicas provoca conflictos cognitivos en el sujeto, de
manera que se vea abocado a revisar de manera critica sus concepciones y a adoptar
nuevas soluciones. (Flores).

e La idea de tratarlas en clase no es la de socavar la confianza de los estudiantes en si
mismos, sino mas bien reformular sus intuiciones. (Leviatan)

Para la distincion entre paradojas y cuasi-paradojas que presentaremos, se asume que una
paradoja probabilistica es una situacion problematica que puede arrojar mas de un resultado, de
alli que, siguiendo a Flores, pueda considerarse que en el abordaje de las mismas un sujeto se
vea abocado a revisar de manera critica sus concepciones y adoptar nuevas soluciones.
Asimismo, tal como sostiene Leviatan, se asume como cuasi-paradoja a las situaciones que
arrojan resultados contrarios a la intuicion y al sentido comln y que favorecen por tanto la
reformulacién de intuiciones.

Por otra parte, el andlisis de las paradojas y cuasi-paradojas y sus resoluciones, permite
considerar a las mismas como referentes de distintos campos de problemas y vehiculo para
generar situaciones de ensefianza que posibiliten la evolucién de los conocimientos del alumno
e integren el rechazo de obstaculos como parte del significado de un nuevo saber.

En este trabajo se presentaran algunas paradojas y cuasi-paradojas clasicas, sefialando su
potencialidad educativa, concluyendo con la determinacién del significado de la probabilidad
involucrado en cada una de ellas, los conceptos de la teoria de la probabilidad que contribuyen a
su dilucidacién y el obstaculo, heuristica y/o sesgo que permitiria problematizar y por ende
superar.

En algunos casos se presentara una tarea que pueda ser abordada en el aula, su resolucion y
analisis

2.1.- Paradojas

* Paradoja de Bertrand

Esta paradoja es un ejemplo de problemas relativos al azar cuyo resultado depende del método

de resolucién utilizado y forma parte de un conjunto de problemas de este tipo presentados por
Joseph Bertrand en su libro Calcul des probabilitiés (1889), y cuyo enunciado es:

Dado un circulo y una cuerda sobre él, tomada al azar, ¢cual es la probabilidad
de que la longitud de dicha cuerda sea mayor que el lado del tridngulo
equilatero inscripto en el circulo?

Este problema plantea la cuestion de “seleccionar una cuerda al azar”, cabe preguntarse
entonces, ¢qué significa seleccionar al azar?, ;qué accién o mecanismo garantiza que una
seleccion sea “al azar”?, ¢ qué diferencia es posible establecer entre “trazar una cuerda” y “trazar
una cuerda al azar”?. Teniendo en cuenta, ademas, que para que un razonamiento dé lugar a una
paradoja es necesario situarlo, el trabajo con la paradoja de Bertrand en el aula debe garantizar
la posibilidad de analizar distintas situaciones originadas a partir de diferentes maneras de
trazar una cuerda y como cada una de ellas operativiza el azar de manera diferente. De alli que
la tarea que se proponga debe reunir las caracteristicas mencionadas.

Descripcién de la tarea: se divide la clase en al menos 3 grupos de 2 0 mas integrantes. Cada
grupo abordara el problema considerando una manera distinta para el trazado de la cuerda la
cual es descripta en la tarea

Trazando cuerdas al “azar”
Problema: Un triangulo equilatero de lado a, se inscribe en una circunferencia de
radio r, si se traza sobre la circunferencia una cuerda al azar. ¢Cual es la
probabilidad de que el segmento de cuerda comprendido dentro del circulo sea mayor
que la longitud del lado a del triangulo inscripto?




Resolver el problema planteado suponiendo que el radio de la circunferencia es 1 y
considerando los siguientes pasos para la determinacion de la cuerda: (continua con una
de las tres situaciones siguientes)

Situacionl: Fijar un extremo P de la cuerda en la circunferencia y elegir al azar el otro
extremo T en la circunferencia

Situacion 2: Fijar un punto P en la circunferencia y elegir al azar un punto M del Gnico
diametro que pasa por P. El punto M determina de forma Unica una cuerda
perpendicular en M al diametro.

Situacion 3: Elegir al azar un punto M dentro del circulo y considerar la cuerda
perpendicular en M al Unico radio que pasa por M.

En la resolucion de esta tarea se pondra en evidencia que la probabilidad buscada es diferente en
cada una de las situaciones consideradas para el trazado de la cuerda, 1/3 en el caso 1, % en el

2,y Y4 enel 3.

Si se tiene en cuenta que el concepto de probabilidad se define como una funcién que a cada
evento o suceso le asigna un nimero del intervalo [0; 1], ;como es posible que la probabilidad
de un evento tenga tres resultados distintos?

Es posible encontrar una explicacioén a esta aparente contradiccion analizando los conceptos
relacionados con la nocién de probabilidad:

¢ Cudl es el experimento aleatorio que debe modelizarse en cada uno de los casos? ¢y el espacio
muestral asociado?

¢Cuél es el suceso o evento probabilizable en cada caso? ;Como puede calcularse la
probabilidad buscada?

Por lo tanto a partir del analisis de las distintas resoluciones es posible concluir que las
mismas corresponden a problemas diferentes

Resolucion
La representacion grafica de cada situacion se muestra en cada una de las figuras siguientes:

AN

B P

En todos los casos se asume que el circulo unitario esta centrado en el origen

Situacion 1:

El punto P se elige al azar sobre la circunferencia, luego, el espacio muestral es el conjunto de
puntos de la circunferencia

S, = {(x, y)/x*+y° =1}
y el evento de interés E;,estd compuesto por los puntos del arco AB que no contiene a P (ver
figl),por lo tanto la probabilidad buscada, calculada utilizando probabilidad geométrica, es el
cociente de dos longitudes
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Situacion 2:
En este caso el punto se elige al azar sobre el diametro determinado por P (ver fig.2), asi que el
espacio muestral es

S, :{(x,y)/x2+y2<1 A x:O}

y el evento de interés E, estd compuesto por los puntos que pertenecen al didmetro de la
circunferencia inscripta en el triangulo, por lo tanto la probabilidad buscada, calculada
utilizando probabilidad geométrica, es el cociente de dos longitudes

1

2 1
P(Ez):%zz

Situacion 3
En este caso el punto se elige al azar en el circulo, luego

S, :{(x, y)/x*+y? <1}

y el evento de interés E; estd compuesto por los puntos que pertenecen al circulo inscripto, por
lo tanto la probabilidad buscada es el cociente de dos areas

P(E.) = ”(?) -
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Potencialidad educativa
El trabajo con esta paradoja posibilitaria reflexionar sobre:
= Ja diferencia entre procedimientos deterministicos (trazar una cuerda) y procedimientos
aleatorios (trazar una cuerda al azar)
= distintas maneras de operativizar el azar
= el hecho de que distintas maneras de operativizar el azar determina distintos espacios
muestrales y distintos eventos de interés
= la existencia de espacios muestrales ni finitos ni numerables y el uso de la probabilidad
geomeétrica para la determinacion de las probabilidades buscadas.

* Paradoja de Monty

El Problema de Monty Hall es un problema de probabilidad inspirado por el concurso televisivo
estadounidense Let's Make a Deal (Hagamos un trato). EI nombre del problema tiene su origen
en el nombre del presentador del mencionado concurso: Monty Hall.

En el concurso televisivo se requiere a un concursante que elija una puerta entre tres (todas
cerradas), y su premio consiste en llevarse lo que se encuentra detrds de la puerta elegida. Se
sabe que una de ellas oculta un auto, y tras las otras dos hay una cabra. Una vez que el
concursante ha elegido una puerta comunica al pablico y al presentador su eleccion, Monty abre
una de las otras puertas y muestra que detras de ella hay una cabra. En este momento se le da la
opcion al concursante de cambiar, si lo desea, su eleccion original. ;Debe el concursante
mantener su eleccion o elegir la otra puerta? ;Hay alguna diferencia?

A primera vista pareceria que al tener que elegir solo entre dos puertas, cada una de
estas elecciones tendria probabilidad %2 y por lo tanto no existiria ninguna ventaja a
favor del cambio. Sin embargo la respuesta correcta es que para el participante es
ventajoso el cambio, ya que esta eleccion tiene probabilidad 2/3. Esta contradiccion
entre la opinion preliminar y el resultado analitico puede considerarse como una
paradoja. La respuesta se basa en suposiciones que no son obvias y que no se encuentran
expresadas en el planteamiento del problema.

El enunciado mas famoso del problema es el presentado en una carta de Craig F.
Whitaker a la columna de Marilyn vos Savant en Parade Magazine en 1990



Suponga que Usted participa de un juego en el que le dan a elegir entre tres puertas, detras de
una de ellas hay un auto, detras de las otras cabras. Usted elige una puerta, digamos lan® 1, y
el conductor del juego, quién conoce que hay detras de las puertas, abre otra puerta, digamos
la n° 3, la cual tiene una cabra. Ahora el conductor le dice: ¢Quiere usted abrir la puerta n® 2?

Pregunta: ;es ventajoso para el jugador cambiar la eleccién?

Potencialidad educativa

Este problema pone en evidencia que el proceso de modelizacion implica el analisis minucioso
del enunciado y la incorporacion de supuestos no incluidos en el mismo. La resolucion del
problema requiere:

= Identificar etapas en la realizacion del experimento.

= Distinguir entre informacién pre y post experimental.

= De una configuracién y descripcion adecuada de espacios muestrales.

= Recursos tales como diagramas de arboles y notacion conjuntista.

= Asignacion de probabilidades por etapas.

= Diferenciar entre probabilidad condicional y no condicional

= Realizacion de simulaciones como instrumento reafirmatorio de lo analitico y no
necesariamente supletorio.

* Paradoja de los dos perritos
La siguiente situacion es un ejemplo de paradojas que en realidad no lo son tanto

Una sefiora tenia dos perritos, una amiga le preguntd: ¢es macho alguno de los
perritos?, si en efecto le contestd la sefiora. Por lo tanto podemos concluir que la

1
probabilidad de que la sefiora tenga dos perros machos es 5 , por qué?

Otro amigo le pregunt6: ¢es macho el perrito blanco?, si le contesté la sefiora;
por lo que podemos afirmar que la probabilidad de que la sefiora tenga dos

1
perros machos es E .

¢Cbémo es posible que preguntando por un perrito en concreto la probabilidad de
gue ambos sean machos aumente de un tercio a un medio?

Potencialidad educativa

Debe notarse que, si bien el suceso que interesa es el de tener dos perritos machos la
probabilidad que se calcul6 en ambos casos no es la misma ya que en cada situacion se dispone
de informacion distinta. Estas informaciones configuran distintas restricciones sobre el espacio
muestral y por lo tanto se estan calculando distintas probabilidades condicionales.

El abordaje de la ensefianza de la probabilidad condicional requiere de situaciones que
posibiliten la distincion de las probabilidades P(A); P(A/B) y P(A/C). En este sentido este
problema por su simplicidad podria constituirse en una situacion que permita la construccion
del significado del espacio muestral asociado a un experimento y como él mismo se va
modificando cuando se incorpora nueva informacion.

* Paradoja de Yule-Simpson

Esta paradoja, también conocida como efecto Yule-Simpson, describe como una relacion que
esta presente en dos grupos se revierte cuando estos grupos son combinados.

Supongamos tener el siguiente escenario:



Sobre una mesa hay una caja etiquetada con la letra E y otra etiquetada con la letra
N, ambas conteniendo bolas. La caja E tiene 5 bolas negras y 6 bolas blancas,
mientras que la caja N contiene 3 bolas negras y 4 bolas blancas. Encima de otra
mesa hay otras dos cajas, también etiquetadas con las letras E y N. La caja E,
contiene 6 bolas negras y 3 blancas, y la N tiene 9 bolas negras y 5 bolas blancas.
a) De la primera mesa se quiere sacar una bola negra. ¢Es preferible sacar una
bola de la caja E o de la caja N?
b) De la segunda mesa se quiere sacar una bola negra. ¢Es preferible sacar una
bola de la caja E 0 de la caja N?
c) Si se juntan las bolas que estan en las cajas E en una Unica caja con la letra E y
las bolas que estén en las cajas N en una Unica caja con la letra N., se tiene una
nueva situacion:

Caja E = {11 bolas negras y 9 bolas blancas}

Caja N = {12 bolas negras y 9 bolas blancas}

¢De qué caja se debe extraer la bola si la intencion, nuevamente es extraer una

bola negra?

Tanto en la situacidn a como b, es preferible sacar la bola negra de la caja E, ya que en ambos
casos la probabilidad de sacar negra es mayor que la probabilidad de sacar bola blanca. Por otra
parte en la situacion c, al reunirse las bolas, la probabilidad de extraer bola negra es mayor para
la caja N que para la caja E.

Este resultado paradéjico adquiere mas relevancia en un contexto estadistico en el que las bolas
son personas, cada mesa representa el sexo de las personas, hombres y mujeres, las cajas E que
estas personas estén expuestas a un factor de riesgo, por ejemplo el habito de fumar y las cajas
N que las personas no estén expuestas a ese factor de riesgo. Ademas las bolas negras
representan las personas que presentan un dafio pulmonar y las bolas blancas las personas que
no presentan este dafio. Por la tanto la probabilidad de extraer una bola negra de la caja E
representa el riesgo que tiene una persona (hombre) de estar enferma cuando esta expuesta al
habito de fumar. Asi con los datos anteriores el riesgo de estar enfermo es mayor para los
hombres que estan expuestos que para aquellos que no lo estan. Haciendo el mismo analisis
para las mujeres, se llega a la misma conclusion. Pero en cambio, cuando se agrupan los
hombres con las mujeres se llega a la conclusién contraria, el habito de fumar no ocasiona dafio.

Potencialidad educativa

Este tipo de situaciones muestra que las relaciones causa efecto no estdn gobernadas
exclusivamente por las leyes de la probabilidad. En estadistica este fendémeno muestra la necesidad
de tener en cuenta que algunas variables pueden, permaneciendo ocultas, modificar el sentido del
vinculo entre dos variables principales. En el caso mencionado el rol de variable “confusora” lo
desempefié la variable sexo. Por otra parte desde el punto de vista aritmético también se debe notar
que con las proporciones para algunos nimeros se puede verificar que

a A

_>_

b B

c C

_>_

d D
a+c<A+C
b+d B+D

* Paradoja de las billeteras

Esta paradoja se debe al matematico francés Maurice Kraitchik (1882-1957), que la presento en
su libro “Mathematical Recreations” (1953), con corbatas en lugar de con billeteras.



Tres personas estaban cenando. La primera de ellas decide hacer un juego a las otras dos:
Persona 1: les propongo un juego. Pongan sus billeteras sobre la mesa.

Contaremos el dinero que lleve cada uno. El que tenga menos dinero ganara todo el
dinero que lleve el otro.

Los dos pensaron:

Persona 2: Si yo tuviera menos dinero que la otra persona, ganaré todo el dinero que
ella tenga. Si pierdo, pierdo lo que tengo, pero si gano, ganaré mas dinero del que tengo.
Es decir, que puedo ganar mas de lo que puedo perder. El juego esta a mi favor.

Persona 3: Si tengo mas dinero que la otra persona, perderé lo que tengo. Pero si tengo
menos dinero que la otra persona, ganaré lo que tenga. Puedo ganar mas dinero del que
pueda perder. El juego esta a mi favor.

¢Coémo es posible que el juego sea favorable para las dos personas?

Potencialidad educativa

El problema esta centrado en el hecho de que los jugadores no saben con certeza que cantidad
de dinero lleva cada uno, por lo que la conjetura acerca de la probabilidad de que el otro lleve
maés dinero es subjetiva y no tiene porque que ser del 50%, ni coincidir con la que estime el otro
jugador. En rigor la cantidad de dinero que tiene cada jugador es una variable aleatoria y de
estas variables aleatorias se desconoce su distribucién. Para desentrafiar la paradoja, surge la
necesidad de calcular esperanzas para establecer la ganancia para cada jugador y asi se pone en
evidencia que el juego sera equilibrado segin sean los supuestos distribucionales establecidos
para las variables aleatorias que representan las cantidades de dinero de cada persona. Se
pueden asignar distribuciones de manera que el juego sea equilibrado o distribuciones para los
que el juego sea, a la larga, ventajoso para uno de los jugadores. Por lo tanto este problema es
importante para distinguir entre lo que ocurre en la realizacion de una sola prueba o lo que
puede ocurrir a la larga

También cabe sefialar que una variante de este problema lo constituye el llamado problema de
los dos sobres.

.2.- Cuasi — paradojas
* El problema del reparto de apuestas

El llamado problema de los puntos o de reparto de apuestas fue abordado por diferentes
matematicos generando diversas soluciones, algunas de la cuales resultaron errdneas,
encontrando su punto culminante en los trabajos de Pascal y Fermat a partir de los problemas
propuestos por Chevalier de Meré, momento que es considerado como el nacimiento de la
Teoria de Probabilidades. La formulacién general de este problema es:

Dos jugadores compiten por un premio que es otorgado después que uno de ellos
haya ganado n lances en un juego. El jugador A ha ganado més que el jugador B
y, debido a alguna intervencion externa, deben abandonar el juego antes de
llegar al nimero n. ¢ Como debe dividirse la apuesta entre los jugadores?.

Potencialidad educativa

A partir del andlisis del desarrollo de la teoria de la probabilidad es posible concluir que resulta
indispensable introducir en la ensefianza situaciones vinculadas al reparto de apuestas ya que es
necesario “provocar” el cambio de razonamiento desde lo cierto a lo incierto para poder
construir el significado de la nocion de probabilidad.

Descripcion de tareas para el aula: la clase dividida en grupos de 3 0 4 alumnos abordara la
resolucién de las siguientes tareas




¢ COomo se pueden repartir, equitativamente, apuestas en un juego interrumpido?
Tarea 1

Dos jugadores A y B, igualmente habiles, participan en un juego a varias partidas, en cada
una de las cuales el ganador obtiene un punto. Cada uno de ellos coloca sobre la mesa 30
pesos. Acuerdan que el primero que consiga 3 puntos gana el total de la apuesta. Por algin
motivo el juego debe interrumpirse cuando el jugador A lleva ganados 2 puntos y el B un
punto. ¢ Como puede repartirse la apuesta inicial? Justificar el reparto

Tarea 2:

Dos jugadores A y B, igualmente habiles, participan en un juego a varias partidas, en cada
una de las cuales el ganador obtiene un punto. Cada uno de ellos coloca sobre la mesa 30
pesos. Acuerdan que el primero que consiga 3 puntos gana el total de la apuesta. Por alguin
motivo el juego debe interrumpirse cuando al jugador A le falta ganar un punto y al B dos
puntos. ¢ Como puede repartirse la apuesta inicial? Justificar el reparto

Resolucidn de las tareas

Ambas tareas describen la realizacion de un juego cuyo ganador se decide al obtener 3 puntos.
Las mismas solo difieren en la descripcion de la situacion al momento de interrumpirse el
juego: los puntos ganados por cada jugador, en la 1, y los puntos que le faltan ganar a cada
uno, en la 2.

Si se consideran los puntos ganados parece razonable considerar que la apuesta debera repartirse
de manera proporcional a ellos, es decir 2/3 para el jugador A y 1/3 para el B. A recibiria,
entonces, 40 pesos y B 20 pesos.

En el caso de considerar los puntos que a cada uno le faltan ganar, se hace necesario analizar los
posibles escenarios. Es claro que el ganador se decide en a lo sumo en 2 partidas. Por la manera
en que se desarrollé el juego hasta la suspensién, A puede ganar ya sea porgue triunfe en la
cuarta partida o en caso de que sea B el que gane esta partida, cuando gané la quinta. Por su
parte B gana Gnicamente acumulando dos triunfos consecutivos, en la cuartay quinta partida.

Partida Ganador de la partida Ganador del juego
4 A A
4 B No esta definido
5 A A
5 B B

La situacion puede ser descripta, también, mediante un diagrama de arbol, como sigue:
Partida 4 Partida 5
A (finaliza el juego)
4 A (finaliza el juego)
B
B (finaliza el juego)
Al igual que con la tarea 1 podria pensarse que de 3 situaciones posibles hay 2 favorables para
A y por lo tanto corresponde el mismo reparto, es decir: 2/3 de 60 para A y 1/3 para B, pero
¢como influye en este razonamiento el hecho de que dependiendo del resultado obtenido en la
cuarta partida el juego puede finalizar o continuar?, ;cémo debe analizarse la situacion de A si

el puede ser el ganador ganando solo una partida méas?

Algunas reflexiones sobre el contenido matematico

Es claro que los sucesos Ag: A ganael juegoy Bg: B gana el juego, son complementarios
asi que P(Ag) = 1- P(Bg).
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Por otra parte si p es la probabilidad de que A gane una partida y q es la probabilidad de que la
gane B, se cumple que p+q = 1 y asumiendo que el resultado de una partida no influye en el
resultado de las siguientes se tendra que: P (Bg) =9°, P (Ag) = 1- ¢

Es posible entonces plantearnos los siguientes interrogantes

* ¢Para qué valores de p sera P (Ag) > P (Bg)?
1-9°>09°=q <i250.708

Asi que basta que p > 0.292 para que sea mas probable que A gane la partida.
Para el caso particular en que p =0.30, P(A.)=1-q° =0.51.

Pero también se debe notar que si p < 0.29 sera mas probable que B gane la partida a pesar de
estar en desventaja al momento de la suspension.

* ¢ Para qué valor de p serd P (Ag) = 2/3?
P(AG)—l—qZ——ZS q——l =058 =p=042

* ¢ Para qué valor de p serd P(Ag) =3/4?
3 1 1
P =1-¢°=>= g===>p==
(As) q 4 q 2 p 5
este es justamente el caso de equiprobabilidad en cada partida.

Adicionalmente podemos preguntarnos

¢Cudl es la probabilidad de la configuracion “A gano6 dos partidas y B gand una” cuando se
suspende el juego?

Teniendo en cuenta lo anterior, al momento de la suspension la configuracion (dos A y una B)
tiene probabilidad dada por 3 p%q. Esta probabilidad expresada en funcién de p es

f(p) = 3 (p*-p°)
y tiene su maximo en p = 2/3. Por lo tanto si p es pequefio la configuracion es poco probable.

* Paradoja de Blyth

Frecuentemente los alumnos emplean el concepto de transitividad ain en situaciones en la que
el mismo no se cumple. Esta propiedad tan utilizada en razonamientos matematicos encuentra
limites de aplicacion en el contexto probabilistica

Consideremos cuatro dados cubicos A, B, Cy D, siendo sus seis caras las siguientes:
A ={0,0,4,4,4,4} B ={3,3,3,3,3,3}
C={2,2,2,2,7,7} D={1,115,5,5}

Se seleccionan dos dados y se lanzan, quién mayor puntuacién obtenga gana

Potencialidad educativa

Si se concibe la construccién de un conocimiento como emergente de un conjunto de practicas y
gue es necesario ademas reconocer no solo las situaciones en donde dicho concepto aporta
soluciones adecuadas sino también las situaciones donde no resulta pertinente su utilizacion; el
andlisis de la situacion, involucrada en la paradoja de Blyth, que conduce a un resultado
sorprendente posibilitaria el reconocimiento de los limites de aplicacion en el contexto
probabilistico de una propiedad tan utilizada en razonamientos matematicos, como lo es la
propiedad transitiva




* El problema de los Cumpleafios

La paradoja del cumpleafios establece que si hay 23 personas reunidas hay una probabilidad del
50,7% de que al menos dos personas de ellas cumplan afios el mismo dia. Para 60 0 mas
personas la probabilidad es mayor del 99%. Este problema puede considerarse una paradoja en
el sentido que es una verdad matematica que contradice la intuicion ya que en general se piensa
que la probabilidad de coincidencias en un grupo de 23 personas es bastante menor que 1/2, y
que hacen falta muchas mas personas para que se alcance este valor de probabilidad.

La formulacion mas conocida de este problema es:

¢ Cuantas personas son necesarias para gque sea mayor que 1/2 la probabilidad de
gue al menos dos personas de n, que se encuentran en una habitacion, cumplan
afios el mismo dia?

Notemos que en este problema se pide hallar un n, mas precisamente el tamafio de un conjunto
de personas que verifiquen una condicion pero establecida ésta en términos de probabilidad. La
condiciéon hace referencia a la coincidencia en la fecha de cumpleafios entre las distintas
personas que conforman un grupo, partiendo de la base que esta coincidencia no necesariamente
ocurre, a menos que se impongan condiciones de integracion de las personas al grupo que hagan
obvias las coincidencias, por ejemplo una reunién de hermanos mellizos. Por lo que, sin
imponer condiciones constitutivas obvias podrian 0 no existir coincidencias en el grupo
examinado. Es interesante observar que podrian existir distintos tipos de coincidencias: pares,
ternas, etc., de personas con igual fecha de nacimiento. Pueden por lo tanto ocurrir resultados
diversos y de alli la naturaleza aleatoria del problema. En este caso se pide probabilidad mayor
que Y, es decir que sea mas probable que ocurran las coincidencias a que todas las personas
reunidas hayan nacido en dias distintos. Pero es importante tener en cuenta que una vez hallado
n, No necesariamente cada vez que se encuentre otra muestra de ese tamafio n hallado ocurriran
coincidencias, nuestra probabilidad sélo nos indica la posibilidad de ocurrencia a la larga. Si
bien el célculo de n se hard mediante un proceso de calculo deterministico el fenémeno
modelado es aleatorio.

Potencialidad educativa
La resolucién del problema planteado implica la eleccion de un modelo el cudl a su vez requiere
la especificacidén de supuestos no incorporados explicitamente en el enunciado. En este caso
dichos supuestos son de dos tipos, supuestos relacionados con la construccion del espacio
muestral y supuestos que tiene que ver con la asignacion de probabilidades.
El abordaje de este problema requiere ademas:

= un lenguaje adecuado.

= la comparacion entre sucesos, particularmente entre un suceso y su complemento.

= propiedades de la probabilidad.
El analisis de la solucion favoreceria:

= el avance en la distincion entre fenémenos deterministicos y fendmenos aleatorios.

= el andlisis del significado de la probabilidad.
Este problema es particularmente rico por la variedad de situaciones alternativas que permite
abordar tales como: coincidencias en meses, semanas y en afios de distinta duracion.

* Problema de las tres cartas.

Esta paradoja aparece en un juego de azar en el que la intuicion y el sentido comdn fallan. Fue
inventado por el matematico Warren Weaver (1894-1978), cofundador de la teoria de la
informacion y presentado el articulo "Probabilidad"”, en Scientific American (1950). El juego
presentado es una variante de la conocida paradoja de las cajas de Bertrand que data de 1889.
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Una persona nos propone un juego en el que hay tres cartas, con ases por ambas
caras.

La primera carta tiene una pica por ambos lados. La segunda tiene una pica en una
cara y un diamante en la otra cara. La ultima carta tiene un diamante por ambas
caras.

La persona nos explica que el juego consiste en que luego de mezcladas las cartas,
nos deja seleccionar una para ponerla sobre una mesa. Nos apuesta un 100 pesos a
que el palo de la cara oculta es igual que el de la cara visible. Supongamos que
sacamos un diamante. Para convencernos de que el juego es justo, la persona nos
explica que la carta extraida no puede ser la carta pica-pica. Por tanto, o bien es la
carta diamante-pica, o bien es la diamante-diamante. En un caso, la cara oculta es
un diamante, y en el otro, una pica. Asi que las posibilidades de ganar son iguales
para ambos.

Notemos que el juego no resulte justo ya que hay tres casos posibles
1) la cara observada es un diamante, y la cara oculta una pica.
2) la cara observada sea un diamante, y la cara oculta sea diamante.
3) la cara observada sea un diamante, pero el de la cara inversa, al observado en el caso
2y la cara oculta sea el diamante de la cara frontal.
Por lo tanto, la persona que nos propone el juego gana dos de cada tres apuestas.

Potencialidad educativa

Este problema plantea la distincion entre los resultados posibles, que la persona que aborda la
situacion considera distinguibles, y la equiprobabilidad de los sucesos elementales que
conforman el espacio muestral. Abordar en la ensefianza problemas con estas caracteristicas
posibilitaria la reflexién sobre:

= |a naturaleza de los elementos de los espacios muestrales
= ¢l alcance de la equiprobabilidad y por ende de la definicidn clasica de probabilidad
= |aintroduccidn de la definicion frecuencial de la probabilidad.

3.- Consideraciones finales

Si ahondamos en las resoluciones de las paradojas presentadas, es posible clasificar las segun:

» el significado de la probabilidad involucrado en cada una de ellas
> los conceptos de la teoria de la probabilidad que contribuyen a su dilucidacion.

Paradoja Significado involucrado | Conceptos que permiten la dilucidacion
Bertrand Probabilidad geométrica Experimento aleatorio, espacio muestral,
suceso aleatorio
Monty Probabilidad condicional Explicitacion del espacio muestral

de los perritos

Probabilidad condicional

Espacio muestral y restricciones del
espacio muestral.

Simpson

Probabilidad clasica

Comparacion de probabilidades

Las billeteras

Probabilidad subjetiva

Principio de indiferencia

En cuanto a las cuasi-paradojas la diferenciacion podria realizarse teniendo en cuenta el
obstaculo, heuristica y/o sesgo que permitiria problematizar y por ende superar.

Cuasi-paradoja

Obstaculo, heuristica y/o sesgo

Reparto de apuestas

Determinismo

Blyth

Propiedad transitiva

Los cumpleafios

Disponibilidad

Las tres cartas.

Equiprobabilidad
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