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Resumen

Las probabilidades condicionales y el Teorema de Bayes conviven con
nosotros en las formas mas insolitas. El uso de la férmula de Bayes no
es simple (para mi siempre fue dificultoso utilizarla correctamente), sin
embargo existen alternativas que permiten aplicar el resultado sin hacer
uso de la formula. Este articulo surgié de un taller encuadrado dentro
de la Primeras Olimpiadas del Golfo San Jorge, desarrollado en agosto
del 2010. Sin entrar en los detalles mateméaticos técnicos, mostraremos
algunos ejemplos sobre el uso del Teorema de Bayes en contexto, y que
pueden servir como actividades motivadoras para introducir estas ideas
importantes en el aula.

1. Introducciéon

We all use math every day;

to predict weather, to tell time, to handle money.

Math is more than formulas or equations;

it’s logic, it’s rationality,

it’s using your mind to solve the biggest mysteries we know. !

En un articulo de Steven Strogatz que publico en el diario New York Times
[6], se presenta el siguiente problema:

Ejemplo 1. Se sabe el que 0,8% de las mujeres adultas pueden tener cancer
de mamas. Si una mujer tiene cdncer de mamas, hay un 90% de chances que
tenga un mamograma® positivo. Si una mujer no tiene cincer de mamas, todavia
existe un 7% de probabilidades que tenga un mamograma positivo. Si una mujer
va al control anual y tiene su mamograma positivo, jcudles son las chances de
que tenga cancer de mamas?

!Esta leyenda es la introducciéon de la serie Numb3rs El sitio oficial de la serie es
http://www.cbs.com/primetime/numb3rs/ en donde un policia se asocia con un matematico
para combatir el crimen.

2Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Mammography



El problema nos brinda informacién suficiente para contestar la pregunta, sin
embargo la misma no puede ser utilizada directamente, pues sabemos cuél es la
probabilidad que una mujer con cdncer de mamas tenga un mamograma positivo,
y se nos pregunta, en cambio, cuél es la probabilidad que una mujer tenga cancer
de mamas con un mamograma positivo. De alguna manera tenemos que dar
vuelta los datos: si conocemos informacién sobre la ocurrencia de un evento A
siempre que haya ocurrido un evento B, necesitamos saber si es posible inferir
la ocurrencia del evento B siempre que haya ocurrido A. Este es el contenido
del Teorema de Bayes.

Strogatz presenta una solucién muy interesante, interpretando los porcenta-
jes del problema en términos de casos favorables sobre casos posibles (nociéon
basica de probabilidades):

sabemos que 8 de cada 1000 mujeres tienen cdncer de mamas y 992 de ca-
da 1000 no. De las ocho mujeres que tienen cdncer, aprorimadamente 7 tienen
mamograma positivo (el 90 % de ellas tienen mamograma positivo). De las mu-
jeres sanas, aprozimadamente 70 tienen un mamograma positivo (el 7% de ellas
tienen mamograma positivo). Asi, 77 mujeres tienen mamograma positivo, de
donde se sigue que 7 de éstas tienen cdncer ce mamas, o en términos de casos

favorables sobre casos posibles 7—77 ~ 0,09.

Si bien este razonamiento puede resultar natural, méas del 50 % de las personas
que se enfrentan con este problema lo razonan mal [6].

O

Ejemplo 2 (EIl problema de Monty Hall®). En un programa de entreteni-
mientos, el premio mayor es un auto 0 km que se encuentra detrds de alguna
de las tres puertas existentes en el estudio de television; jen las dos restantes
hay cabras!. El conductor del programa le pide al finalista que elija la puerta
que €l cree que se encuentra el auto. Una vez elegida, el conductor abre una de
las puertas restantes que tienen una cabra y le propone al participante si quiere
cambiar de puerta. La pregunta es: esta informacion adicional, jaumenta las
chances de ganar si el jugador cambia de eleccion?

Mostramos aqui la soluciéon de Marilyn vos Savant, presentada en su colum-
na Ask Marilyn de la revista Parade Magazine °, ver Tabla 1, donde se asume

3Este problema aparece en la pelicula Black Jack. Ver
http://www.sonypictures.com/homevideo/21/

4Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.

"Ver http://www.parade.com/askmarilyn/



que el participante elige siempre la misma puerta.

Puerta 1 | Puerta 2 | Puerta 3 | Cambia elecciéon | No cambia eleccién
Cabra Cabra Auto Auto Cabra
Cabra Auto Cabra Auto Cabra
Auto Cabra Cabra Cabra Auto

Cuadro 1: Solucién propuesta por Marilyn vos Sant, asumiendo que el partici-
pante siempre elije siempre la misma puerta.

Utilizando la nocién de casos favorables sobre casos posibles, en la configu-
racién Cabra-Cabra-Auto, la probabilidad de ganar el auto 0 km en la primera

eleccion es 3 Cuando el conductor del programa abre la segunda puerta, en-

tonces esta informaciéon cambia las probabilidades de ganar, pues ahora elegir

la puerta restante tiene una probabilidad de — de ganar el auto. Si en cambio se

elije la puerta que esconde el auto, luego de que el conductor abra alguna de las

1
puertas restantes, la probabilidad de elegir la puerta restante sigue siendo —.

O

Ejemplo 3 (Expectativa de vida). Observemos la siguiente tabla de vida en
una poblacion de 100000 mugeres, ver Tabla 2, la cual se utilizan para poder
estimar la expectativa de vida de la poblacion femenina.

De la tabla, se deduce que 89.835 mugjeres de las 100.000 (89,835 %) viven
60 anos mientras que 57.062 de las 100.000 mugeres (57,062 %) viven hasta los
80 anos. Ahora bien, si una mujer vive hasta los 60 anos, cudl es la probabilidad
que viva hasta los 807 De la Tabla 2, de las 89.385 mugjeres que viven hasta los
60 anos, 57.062 de ellas viven hasta los 80. Por lo tanto, la probabilidad que una

57062
80.835 ~ 00,6384, esto es

un 63,84 % llega a los 80 anos luego de haber llegado a los 60.

muger que haya cumplido 60 anos viva hasta los 80 es

O

Ejemplo 4 (Lanzar un dado una vez). Supongamos que estamos interesados
en saber cudl es la probabilidad de obtener un 6 al lanzar un dado. Si asumimos

que el dado no estd cargado dicha probabilidad es rh



Edad Masculinos Femeninos Edad Masculinos Femeninos

0 100000 100000 45 92147 96266
5 98735 99023 50 89912 94987
10 98638 98931 95 86576 92955
15 98485 98833 60 81485 89835
20 97863 98604 65 74051 85141
25 97052 98351 70 64164 78562
30 96159 98038 75 51519 69376
35 95089 97624 80 36848 57062
40 93753 97061 85 21962 41230

Cuadro 2: Tabla de vida de expectativa de vida de mujeres en EE.UU.

Si ahora queremos contestar la misma prequnta pero sabiendo que al lanzar
el dado el nimero obtenido es mayor o igual que 4, entonces la probabilidad de

1
obtener un 6 es —. Esto sucede pues la informacion de haber obtenido un nimero
mayor o igual que 4 determina el conjunto de valores posibles como {4,5,6}, y

por ende la probabilidades de haber obtenido un 6 es 3

O

Los problemas presentados tienen en comiin que la asignaciéon de probabi-
lidades de un evento A es modificada cuando se tiene en cuenta informacion
sobre la ocurrencia de un evento B. Asi, la informacion a priori que tenemos
de la ocurrencia de un evento B condictona la probabilidad de la ocurrencia
del evento A.. Esta nos lleva a la nocién de probabilidades condicionales, e
inmediatamente a la pregunta jcémo se calculan?

2. Probabilidad condicional

En el contexto de este articulo, utilizamos la nocién de probabilidad de un
evento como la

casos favorables

casos posibles



Todos los eventos que consideraremos seran discretos. y en particular dare-
mos la definicion de probabilidad condicional para el caso de eventos discretosS.

Definiciéon 1. Sea Q el conjunto Q = {w1,ws, - ,wp}. Una asignacion o dis-
tribucion de probabilidades sobre ) es una funcion
P:Q—10,1]

que satisface

Zzzlp(wk) =1

Definicion 2. El conjunto E es un evento sobre ) si E es un subconjunto de
Q. Si P es una distribucion de probabilidades sobre Q, la probabilidad del evento
E, denotada por P(E) es

P(E)= Y Plw)
wreER

Ejemplo 5 (Lanzar un dado). En el caso del lanzamiento de un dado,

Q={1,2,3,4,5,6}

y al no estar cargado, la distribucion de probabilidades resulta

P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6

Para el evento salié un mimero mayor o igual que cuatro, E = {4,5,6}y

3 1

0

Estamos ahora, en condiciones de discutir cémo formalizar la idea de pro-
babilidad condicional. Denotemos por E el evento en ) que sabemos que ha
ocurrido a priori. Queremos recalcular la distribuciéon de probabilidades sobre
() teniendo en cuenta la ocurrencia de E. Para ello necesitamos definir

P(wi| B),

fPara el caso de eventos continuos, ver [4]



la probabilidad de wy, condicionada al evento E, para k = 1,2,--- ,n. En
vista de los ejemplos anteriores, dicha probabilidad condicional deberia ser tal
que

» siwy ¢ E entonces P(wg|E) = 0;

» si wy € E entonces P(wg|E) = cP(wy): esto es, sabiendo que ocurri6 E,
pertenecer a E tiene sus ventajas.

Por lo tanto, para obtener la probabilidad condicional, necesitamos calcular
el valor de ¢. Como

1=Y" PwlE)= ) PwilE)=c > Plw)=cP(E).

wi €N wpER wLER

Entonces,

1

P(E)

Ejemplo 6 (Lanzar un dado-continuacién). En el ejemplo de los dados,
(Ejemplo 5), si E = {4,5,6} entonces

PE)=3 y  c=2
P(1|E) = P(2|E) = PB3IE) =0 vy
P(4) B 17/6 1

PUIB) = 5y = 175 = 3 = POIE) = PEIB).

0

Més anun, para cada evento F' de €2, la probabilidad condicional de F dado
E, P(F|E) se define como

PIFIE) = Y Pall)= i X Pl =200l

wrEENF wrEENF



Ejemplo 7. Supongamos que tenemos dos urnas, I y Il. La urna I tiene 2
bolas negras y tres bolas blancas. La urna II tiene una bola blanca y una bola
negra. Se elige una urna ol azar, y de ella se extrae una bola al azar también. Si
consideramos el evento se extrae una bola negra (N ) y el evento se elije la urna
I (I), nos preqguntamos cudl es la probabilidad P(N|I).

De acuerdo a la ecuacion (1), se sigue que

_P(NNI) _1/5 2
PINID = =5 =15 =5

1
¢Por qué P(NNI) = g?

3. Arboles directos y probabilidades condicionales.

Todos los ejemplos presentados anteriormente se pueden representar grafi-
camente mediante drboles con raiz r, ver Figura 1. Como los arboles crecen
desde la raiz, y en esta parte de la Patagonia Argentina el viento casi siempre
corre desde el Oeste, es natural pensar que los drboles crecen hacia la derecha
0 izquierda, dependiendo si miramos al norte o al sur.

P15

Vi Vs
p21
V2
p23
Pr2 V3 Vg
r \Z! vr7 Vs

Figura 1: Arbol con raiz con vértices vy a vg. Se muestras algunos pesos de las
ramas de dicho arbol.

Los vértices del drbol, {r,v1,va, -+ ,vs} son los extremos de las ramas del
drbol. En vista del crecimiento natural del arbol, decimos que la raiz r precede

(0 es el padre) de vo y v4; vo precede (o es el padre) de vi y vs; vy precede (o



es el padre) de vg, etc. Por lo tanto, todo vértice entonces, en un arbol con raiz
tiene varios hijos pero un solo padre (salvo la raiz que sélo tiene hijos).

Como en la naturaleza, cada rama del arbol tiene peso propio: ps; en el arbol
de la Figura 1 es la probabilidad que el vértice vo tenga como hijo a vi, y p2o
en el arbol de la Figura 1 es la probabilidad que el vértice vo tenga como hijo a
v3. La asignaciéon de pesos a las ramas de un &rbol depende de los eventos que
se quieren representar.

Por ultimo, la relacion ... es padre de ... definida en el arbol con raiz permite
hablar de generaciones en el mismo: en la Figura 1 los vértices vo y v4 representan
la primera generacién en el arbol; vi, vs y v7 es la segunda generacién; vs, vg y
vg es la tercera generacion. Cada generacion representa uno de los eventos que
queremos representar, y viceversa.

Si tenemos un arbol y una distribuciéon de pesos asociada a él, es posible
determinar el esfuerzo de recorrer los diferentes caminos que se pueden transi-
tar en dicho arbol: dicho esfuerzo esta determinado por la multiplicacion de los
pesos de todas las ramas del camino que queremos recorrer. En la Figura 1 el
peso del camino que va desde la raiz hasta el vértice vy es propo1pos.

En los siguientes ejemplos, construimos los arboles correspondientes a al-
gunos de los experimentos presentados anteriormente.

Ejemplo 8 (Bolas y Urnas). En el experimento de las bolas y urnas, el
experimento es elegir una urna y luego extraer una bola. Para este experimento,
la primera generacion ( o primer nivel) corresponde a los diferentes valores del
experimento elegir una urna. El peso de cada rama de la primera generacion
corresponde a la distribucion de probabilidades del experimento elegir una urna.
La sequnda generacion corresponde al experimento extraer una bola de la urna,
y los pesos de las ramas de la sequnda generacion corresponden a la distribucion
de probabilidades del evento extraer una bola de la urna, como lo muestra la
Figura 2.

Asi, la distribucion de probabilidades para el espacio muestral del experi-
mento elegir una urna y extraer una bola {wy,ws,ws,ws} se obtiene mediante la
multiplicacion de los pesos de las ramas que determinan los diferentes elementos
de dicho espacio, y sus valores corresponden a la columna P(w) en la Figura 2.
De esta manera podemos calcular, haciendo uso de la ecuacion (1)

P(NNI) Pwp) 1/5 2

PN = P(I) 12 1/2 5

10



Urna bola de color w P(w)

B w1 3/10
3/5
I
2/5
1z N wo 1/5
1/2 B w3 1/4
1/2
1I
1/2
N wa 1/4

Figura 2: Arbol directo del problema de la urna. Los w representan los elementos
del espacio muestral del evento elegir una urna y extraer una bola.

O

Ejemplo 9. Para el problema del mamograma, construimos el correspondiente
drbol directo, como lo indica la Figura 3. Como en el caso anterior, la primera
generacion del drbol corresponde al evento tiene cdncer, y la sequnda generacion
corresponde al evento resultado del mamograma. Asi podemos calcular la pro-
babilidad de que una mujer tenga un mamograma negativo sabiendo que tiene
cancer. Esto es, por la ecuacion (1)

P(negativo N tiene cdncer)  P(wz)  0,0008 0.1
tiene cdncer ~ 0,008 0,008

P(negativo|tiene cincer) =
Los pesos de las ramas entre la primera y seqgunda generacion corresponden a

11



Cancer Mamograma w P(w)

Positivo w1 0,0072

0,008

Negativo w2 0,0008
0,992 Positivo w3 0,06944

No

0,93
Negativo w4 0, 92256

Figura 3: Arbol directo del problema del mamograma

P(positivo|tiene cdncer), P(negativo|tiene cancer), P(positivo|no tiene cdncer)
y P(negativo|no tiene cdncer).

O

Ejemplo 10 (El problema de los hijos). Consideremos el siguiente problema:
Asumiendo que en una familia la probabilidad que nazca un vardn es 1/2, cudl es
la probabilidad que una familia con dos hijos tenga dos varones, dado que tiene
al menos uno?. ;Cudl es la probabilidad que una familia tenga dos varones, dado
que el primero es varon?.

Para responder a estas preguntas construimos el drbol directo asociado al
problema (ver Figura 4). La probabilidad que en la familia haya al menos un
varon es 8/4 (P(V > 1)), por lo tanto la probabilidad que la familia tenga dos
varones dado que al menos tiene una es, por la ecuacion (1)

12



Primer hijo Segundo Hijo w P(w)

AVA w1 1/4
1/2
\%
1/2
1z M ws 1/4
\ v w3 1/4
1/2
M
1/2
M ) 1/4

Figura 4: Arbol directo del problema familiar de los hijos.

P(w) 1/4 1
PV=200V2>]l)=—r—"—=—"— =
( V=1 PV>1) 3/4 3
Por otra parte, si el primer hijo es un varon, entonces la probabilidad que la
familia tenga dos varones es 1/2!

O

Ejemplo 11 (El problema de Monty Hall). La Figura 5 muestra el drbol
directo asociado al problema de Monty Hall. Para este caso, suponemos que el
participante eligio la primera puerta. Entonces la primera generacion corres-
ponde al evento ubicacion del auto (PC) y la sequnda generacion corresponde al
evento al evento puerta elegida por el conductor (PM).

Entonces, la probabilidad de ganar el auto manteniendo la eleccion resulta

13



2 w1 é
1/2
1
k
1/3 3 wa %
1/3
/ 2 1 3 w3 %
k
1 1
3 2 w4 3

Figura 5: Arbol directo del problema de Monty Hall

1 1 1

mientras que la probabilidad de ganar el auto cambiando la eleccion de la
puerta es

1 2
P(W3)+P(w4):§+ g

W=

O

Problema: Obtener un arbol directo del problema de Monty Hall, teniendo en
cuenta la eleccion del participante.

Ejemplo 12 (Problema de los puntos de Pascal). Marcelo y Esteban estdin
jugando en una casa de apuestas "no reconocida”. El juego consiste en consequir
5 puntos para ganar lo recaudado en las apuestas. Cada jugador tiene las mis-
mas posibilidades de ganar, y ademds no hay empates. Cuando Marcelo le iba
ganando 4 a 3 a FEsteban irrumpe, la policia y todos tienen que dejar de jugar.

14



s Cdomo deberia repartirse el dinero de las apuestas recaudadas?.

Notemos que a lo sumo restaban dos partidas: una mds si la ganaba Marcelo
(el puntaje hubiera quedado 5 a 3), o dos partidas si Esteban ganaba la primera
con lo cual quedaban 4 a 4 y la ultima partida determinaba el ganador de la
partida. Por tanto podemos asumir que restaban dos partidas para construir el
drbol correspondiente (ver Figura 6).

Jugada I Jugada II w P(w)
M——— M wi 1/2
>
X M w2 1/4
E
1/2
E w3 1/4

Figura 6: Arbol directo del problema del reparto justo de las apuestas

3
Por lo tanto, se deduce que la probabilidad que Marcelo hubiera ganado es 1

y entonces la recaudacion debe hacerse de la siguiente manera: jtres partes para
Marcelo y una parte para Esteban!.

O

4. Arboles inversos y Teorema de Bayes

Para empezar, consideraremos algunos ejemplos antes de presentar el Teo-
rema de Bayes’.

"Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Bayes’ _theorem#Monty_Hall_problem.

15



Ejemplo 13 (Mamogramas, una vez mas). En el ejemplo de los mamogra-
mas y el cdncer de mamas, los datos nos permiten calcular las probabilidades
de los resultados del mamograma sabiendo st la mujer tiene cdncer de mamas
0 no. Sin embargo, la prequnta del problema nos obliga a pensar en las proba-
bilidades de tener cdncer sabiendo el resultado de los mamogramas. Esto es, a
partir de P(positivo|tiene cancer) calcular P(tiene cdncer|positivo). De acuerdo
a la ecuacion (1)

P(t: i N 41
P(tiene cancer|positivo) = (tiene cdncer 0 positivo)

P(positivo)

Lo que tenemos que calcular entonces, es la P(positivo), pues P(tiene cdncer N
positivo) = P(ws) segin la Figura 3. Ahora bien,

P(positivo) = P(wz)+ P(w4) (2)
= P(tiene cdncerN positivo) + P(no tiene cdncerN positivo)
= P(w1) + P(ws)

Utilizando el drbol directo en Figura 3, tenemos que P(positivo) = 0,07664.
Similarmente, P(negativo) = P(w2) + P(w4) = 0,92336. Por lo tanto,

‘ B P(w1) 0,0072
P(t i t = = ~ 0,09
(tiene cdncer|positivo) Plon) + Pas) — 0,0072+0,06944 ,
Y
P 0,0008
P(tiene cancer|negativo) = (2) = - ~8x 1074,

P(ws) + P(wy)  0,0008 + 0,92256

Estas probabilidades a posteriori, que al ser probabilidades condicionales, se
pueden calcular mediante drboles inversos, como lo muestra la Figura 7. Ha-
biendo calculado los pesos de las ramas de la primera generacion, y notando
que el espacio muestral final es el mismo, por ende la distribucion de probabi-
lidades debe ser la misma, basta calcular los pesos de las ramas de la segunda
generacion, que de acuerdo al principio de la multiplicacion se sigue que

0,0072

P(tiene cancer|positivo) = 0,07664

=0,09

16



Mamograma Cancer
Si
0,09

Positivo

0,07664
No
Si
0,92336
0,0008

Negativo

/

\

0,9992

y

No

0,0072

0,06944

0,0008

0,92256

Figura 7: Arbol inverso del problema del mamograma

0,06944
P ] i 17 =1 """ = 1
(no tiene cdncer|positivo) 0.07664 0,9
Y
0, 0008
P(t: i ti =——— =0,0008
(tiene cdncer|negativo) 0.07664 ,
0,06944
P ] i ) = 2.
(no tiene cdncer|{negativo) 0.07664 0,999

0

Sugerencia de actividad en el aula: Una pregunta interesante relacionada
con el problema de los mamogramas es la siguiente:

17



como deberia cambiar la probabilidad de que una mujer tenga cdncer de mamas
para que el mamograma deje de ser tutil, esto es que la probabilidad de tener
cancer teniendo un mamograma positivo sea 1/2%.

Dado que la respuesta requiere probar con distintos valores numéricos, este
problema genera en los alumnos la necesidad real de utilizar planillas de cél-
culo para poder hacer las cuentas rapidamente. Mas atn, una vez que hayan
determinado este valor se les puede pedir graficar la relacién que existe entre la
probabilidad que una mujer obtenga cancer de mamas y la probabilidad condi-
cional de tener cdncer de mamas dado que el mamograma dio positivo. Y a
partir de este grafico se puede preguntar si es posible encontrar alguna expre-
si6n funcional entre estos dos pardmetros. De esta manera inducimos a nuestros
alumnos a utilizar herramientas informaticas, graficas y de analisis de datos (re-
gresion y correlacion).

Ejemplo 14 (Urnas y bolas nuevamente). Si ahora queremos calcular
P(I|N), esto es la probabilidad de haber elegido la urna I dado que extrajimos
una bola negra, usamos la ecuacion (1)

P(INN)
P(N)

Como antes, utilizamos el drbol directo correspondiente (ver Figura 2) para
calcular

P(I|N) =

12 11 9
P(N)=P(INN)+PIINN)=--+-——-=—
) ( )P ) 25+22 20

Como P(INN)=1/5, entonces

15

PUIN) = 9/20

= 4/9.

O

Estos ejemplos tienen una particularidad que la podemos representar de
manera abstracta de la siguiente manera: si £ y F dos eventos tal que evento
tal que P(F') > 0, entonces

P(FNE)

PUEIE) = pEnm + PEN T

18



donde F° denota el evento que no ocurra F'. Aplicando nuevamente la ecuacion
(1) obtenemos

P(FNE) 3
P(E|F)P(F) + P(E[F)P(F)’

Problema: Traducir todas la probabilidades a posteriori de los ejemplos ante-
riores, en términos de la ecuacion (3.)

P(F|E) =

La ecuacion (3) es la forma mas simple del Teorema de Bayes, cuya generali-
zacion se puede encontrar en [4]. Este resultado se puede representar a través de
drboles inversos de probabilidades, donde se pueden calcular las probabilidades
a posteriori como se muestran en las Figuras 8 y 7.

bola de color Urna w m(w)

6/11

5/11
11/20
11 w3 1/4

5/9

/N

A

I Wy 1/4

Figura 8: Arbol inverso del problema de la urna

El dltimo ejemplo de uno de los capitulos de la serie Numb3rs, donde Charly,
el matemaético, utiliza el Teorema de Bayes para resolver el crimen.
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Ejemplo 15 (Mutantes diabélicos). Una nueva generacion de mutantes dia-
bolicos estd acechando la tierra. Un grupo de cientificos ha estimado que la mu-
tacion genética que lleva a tener conductas diabdlicas a los seres humanos afecta
al 0,05% de la poblacion. Un médico ofrece al gobierno un test revolucionario
que tiene un 99 % de efectividad. Se puede asumir entonces que para el 1'% de la
poblacion, el test es incorrecto cualquiera sea su resultado. Sin embargo Charly
tiene sus dudas sobre el test. ;Deberia el gobierno comprar el invento?

El drbol directo del problema de los mutantes diabdlicos® se presenta en la

Figura 9.

Mutantes Resultado Test w

Positivo w1
0,99

0,005 .
Negativo w2
. w:
\ Positivo 3

0,99

/

\

Negativo w4

P(w)

0,00495

5x107°

0,00995

0, 98505

Figura 9: Arbol directo del problema de los mutantes diabélicos.

Veamos ahora por qué Charly tuvo reparos en la precision del test. Como no
sabemos a priori si una persona tiene el gen diabdlico, nos interesa calcular la

8Un buen complemento para las ideas mateméaticas que subyacen a la serie Numb3rs se

puede encontrar en http://www.math.cornell.edu/fiumb3rs/.
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probabilidad que una persona tenga el gen mutante dado que el test dio positivo,
o sea necesitamos las probabilidades a posteriori. Asi, de acuerdo a la Figura 9

P(w:)
P(Mutante|+) = —————=— ~ 0,33
(Mutantels) = By + Plas)
maientras que
P
P(Mutante|—) = @) 4 9999

P(w2) + P((JJ4)

O sea, ;{999 de cada 1000 personas tienen el gen mutante de acuerdo
a este test!.

O

5. Problemas

La seleccion de estos problemas tiene como propésito utilizar las ecuaciones
(1) vy (3) en diferentes contextos. Es importante resaltar que la mayoria de
ellos pueden ser representados a través de arboles con raiz que tienen un valor
didactico fundamental al momento de ordenar las ideas relacionadas con las
probabilidades condicionales.

1. Una moneda es lanzada tres veces. Cudl es la probabilidad que exacta-
mente salgan dos caras dado que

a) haya salido una cara en el primer tiro?

S

o

hayan salido dos caras en los dos primeros tiros?

)
) haya salido una seca en el primer tiro?
)
d)

hayan salido dos secas en los dos primeros tiros?

2. Consideremos que existen tres candidatos A, B y C para intendente.
Asumamos que A y B tienen las mismas chances de ganar y que C tiene la
mitad de chances de ganar que B. Entonces, la probabilidad que A gane
P(A) =2/5, la probabilidad que B gane es P(B) = 2/5 y la probabilidad
de que C gane es P(C) = 1/5. Supongamos que antes de las elecciones el
candidato A se baja de su candidatura. ;Cudles son las chances de ganar
de los candidatos restantes?
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Un dado es lanzado dos veces. Cudl es la probabilidad de que la suma de
las caras sea mayor que siete, dado que

a) el primer lanzamiento haya sido un cuatro?

b) el primer lanzamiento haya sido mayor que tres?
c) el primer lanzamiento haya sido un 17

d) el primer lanzamiento haya sido menor que cinco?

Un doctor asume que un paciente puede tener one de las tres enfermedades
e1, ea y e3. Antes de cualquier test él asume que las tres enfermedades
tienen la misma chance de ocurrencia. El médico lleva a cabo un test que
serd positivo con una probabilidad 0,8 si el paciente tiene la enfermedad
e1, 0,6 si el paciente tiene la enfermedad e y 0,4 si el paciente tiene la en-
fermedad e3. Dado que el resultado del test es positivo, qué probabilidades
debe asignar el doctor a cada enfermedad?

Determinar cuél es la probabilidad de que al lanzar 4 dados, 2 o més de
ellos muestren el mismo niimero de puntos.

Una moneda en una coleccion de 65 tiene dos caras mientras que las
restantes no estédn cargadas. Si una moneda es elegida al azar y es lanzada
aparecen hasta 6 caras seguidas, cudl es la probabilidad que haya sido la
moneda cargada.

En Londres llueva la mitad de los dias. El pronéstico oficial es correcto
los 2/3 de las veces, i.e, la probabilidad que llueve dado que se pronostico
lluvia, y la probabilidad que no llueva dado que no se pronosticéd lluvia es
2/3. Cuando se pronostica lluvia, el senior Pickwick sale con su paraguas.
Cuando no se pronostica lluvia, sale con el paraguas con una probabilidad
de 1/3. Encontrar

a) la probabilidad que Pickwick haya salido sin paraguas dado que ha
llovido.

b) la probabilidad que Pickwick haya salido con paraguas, dado que no
ha llovido.

Supongamos que se tienen 25 bolas negras, 25 bolas blancas y dos urnas.
Asumiendo que la elecciéon de urnas y de bolas es aleatoria, como se deben
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distribuir las bolas entre las dos urnas para maximizar la probabilidad de
extraer una bola negra. No existe restriccién alguna sobre la cantidad de
bolas que pueden ir en cada urna.

9. Luxco, una empresa que fabrica lamparas tiene dos distribuidoras. La
distribuidora A vende las lamparas en lotes de 1000 lamparas comunes
y 2000 de bajo consumo. Muestreos aleatorios han demostrado que en
promedio puede haber 2 lamparas comunes defectuosas y 11 lamparas de
bajo consumo defectuosas por lote. La distribuidora B vende lotes de 2000
lamparas comunes y 1000 lamparas de bajo consumo. Muestreos aleatorios
han mostrado que hay en promedio 5 lamparas comunes defectuosas y 6
lamparas de bajo consumo defectuosas.

El gerente de la distribuidora A dice "Somos los mejores pues nuestros
porcentajes de lamparas defectuosas son 0,2 y 0,55 comparados con 0,25 y
0,6 de la otra distribuidora. Los superamos en 0,05 % en calidad en ambas
clases de lamparas."

El gerente de la otra distribuidora dice "Todo lo contrario, cada uno de
nuestros lotes contienen 11 lamparas defectuosas mientras que los lotes de
la distribuidora A tienen 13. Por lo tanto nuestro porcentaje de lamparas
defectuosas es 0,37 % contra el 0,43 % de la otra distribuidora.

;Quién tiene razén?

6. Conclusiones

La ensenanza de probabilidades en la escuela se hace cada vez més necesaria,
especialmente hoy en donde la cantidad de informacién disponible es muy grande
y es absolutamente necesario desarrollar habilidades para poder procesar tantos
datos. Méas atin, muchos de los procesos o fenémenos cotidianos se pueden idea-
lizar a través de procesos estocésticos (cadenas de Markov, movimiento browni-
ano, etc.). Es asi que se hace necesario introducir estos conceptos en la ensenanza
de la matematica preuniversitaria. Ahora bien, ;jcomo se hace?. La nocion de
probabilidad condicional es una idea fundamental en la teoria de probabilidades
y puede ser explotada en la escuela pues se relaciona con la capacidad de contar
sin contar. Si se observa con detenimiento cémo se construyen los arboles direc-
tos asociados al calculo de probabilidades condicionales, se puede concluir que
dichos diagramas son una imagen especular de la representaciéon de problemas
tales como
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¢sDe cudntas maneras me puedo vestir hoy, si tengo tres pantalones, cinco
camisas y cuatro chalecos para elegir?

En otras palabras, esta forma de representar problemas combinatorios que se
utiliza o se puede introducir desde el segundo ciclo de la escuela primaria, sirve
como un nexo importante al momento de relacionar verticalmente los distintos
niveles de la escuela. Este articulo no es una presentaciéon formal del Teorema de
Bayes, como se pueden encontrar en [4, 3] ni tampoco una sucesion exhaustiva de
actividades de transferencia directa en el aula como [2, 5]. Es s6lo un conjunto
de ideas y problemas que sirven como motivadores para poder acercar ideas
fundamentales en la teoria de probabilidades de manera natural y que pueden
ser usadas en la escuela secundaria, y que se inspir6 en articulos de divulgacién
[1, 6], y en la experiencia en el oficio de ensenar.
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