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Resumen

Uno de los teoremas mas ampliamente difundidos en las mateméticas es € de Pitégoras,
con sus multiples demostraciones y aplicaciones, mas en la educacién actual su uso es
mecanico y se lo ha reducido a una formula estéticay fria, despojando a la misma de la
grandiosidad que encarna la relacion dgebra—geometria y que es la escencia de la
mencionada herramienta de la matematica.

Es necesario entonces explicar y entender el sentido del teorema mencionado, para asi
explicar su relevancia cientifica, que se basa en la relacion constante que existe entre la
cienciamatematicay larealidad.



Una Ampliacién al Teorema de Pitagor as:
Laversién ampliamente difundida y estudiada del Teorema de Pitégoras es

“La suma de las areas de los cuadrados levantados sobre los catetos de un
triangulo rectangulo esigual al area del cuadrado levantado sobrela hipotenusa”,

sin embargo es digno de curiosear que pasa si sobre los lados del triangulo rectangulo
levantamos otras figuras.

Veamos qué pasa si levantamos recténgulos (Fig.1) cuyas alturas son € doble de la
base (lados del triangulo).

Caso derectangulos:

Si sumamos las areas de los rectangulos se tendra que
2a2+ 2b2=2(a2 + b?).

Més como sabemos, la forma basica del teorema de
Pitdgoras expone que: a2 + b2 = ¢? con lo cual setiene
que:

282+ 2b2=2¢?,

y podemos concluir que: la suma de los rectangulos,
levantados en cada uno de los catetos de un
triangulo rectagulo, cuyas alturas sean el doble de
estos, esigual al &ea del rectdngulo levantado sobre la hitotenusa con una altura
igual al doble dela misma.

Es obvio ademas, que si construimos rectdngulos en los lados del triangulo rectédngulo,
donde las aturas resulten de mutiplicar cada lado del tridngulo rectangulo por un
escalar, se tendra lo siguiente. Si cada lado del triangulo lo multiplicamos por un valor,
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donde es un nimero real cualesquiera se tendra que:

%a? + Zb% = A(a® +b?),

y recordando que. a2 +b? = ¢, setieneque: A(a® + b%) = Ac?. Esto permite
expresar que
“Lasuma de losrectangulos, levantados en cada uno delos catetosde un tridngulo

rectangulo, es igual al area del rectangulo levantado sobre la hipotenusa de ese
triangulo, siemprey cuando losrectangulos sean semejantes”.

Caso detriangulos equiléateros:

Para € caso de tridngulos, primero veremos que pasa si sobre los tres lados del
triangul o rectangulo levantamos triangul os equiléeros (Fig. 2):

Si sumamos las &reas de los triangulos equilateros que
se ubican € los catetos del tridngulo rectangulo se
tendra que:

_ A3a*  \3a®  +3(a*+D?)
Al + Az — 1 + 4 — 1

y como se sabe, larelacion Pitagorica a® + b? = ¢,

permite concluir que:



b

Lo que comprueba lo requerido y permite concluir que

“Lasumadelasareasdelostridangulos equiléter os construidos sobreloscatetosde
un triangulo rectangulo, esigual al &rea del triangulo equilater o construido sobre
su hipotenusa”.

Caso de poligonosregular es:

Para desarrollar esta parte, deberemos recordar que un poligono regular de n lados, es
una figura geométrica de lados iguales, que justamente su contorno, esta conformado
por esos n lados, y que el area puede encontrarse con laférmula (Fig. 3):

nl?

wa(5r)

A:

Férmula 1

Donde n es el nlmero de lados del poligono regular y I la longitud del lado de ese
poligono.

Entonces s sobre los tres lados de un triangulo rectagulo construimos poligonos
regulares de seis lados (exagonos), tendriamos:

Haciendo algunos cal culos tenemos que:



. 3+3a

Al - 7 !
3+/3p%
4= 2
3+/3c2
Ag - 5

S sumamos 4; + A4, ,

3+/3a® + 343> 33(a’+b%)
2 z 2 '

Aqui nuevamente debemos recordar que a y b son los catetos de un tridngulo rec-
tangulo, por lo que a* + b% = ¢*. Reemplazando tendriamos:



Al +A2=_=A3.

Lo cual se demuestra que la suma de las éreas de los exagonos construidos sobre los
catetos es igual a érea del exdgono construido sobre la hipotenusa.

En base de la formula 1, expuesta anteriormente, esto se puede generalizar para cual-
quier poligono regular.

“Lasuma delas areas de los poligonos regular es de n lados construidos sobr e los
catetos es igual al area del poligono regular de n lados construido sobre la
hipotenusa de ese tridngulo rectangulo” .

Caso del circulo:

Entendiendo que €l circulo es una extension de los poligonos regulares, cuando €
nimero de lados se extiende hacia d infinito y recordando que € &readd circulo es:

A =nr?

Donde A, esel &rea, T eslaconstante™ y r esd radio dd circulo (Fig. 4).

ma® wb? n'[a2+b2)
Si sumamos A; + A, tenemos: g + g = g




Fig. 4

Nuevamente como ay b son catetos del tridngulo rectédngulo y ¢ su hipotenusa, setiene
que:

a* + b* = ¢

Que aplicando alo desarrollado, setiene que:

2

A1+Az :%:Ag

Con lo cual se puede afirmar que “La suma de las areas de los semicirculos
levantadas teniendo como didmetro cada uno de los catetos de un triangulo
rectangulo esigual al area del semicirculo levantado, teniendo como didmetro a su



hipotenusa” .

Es claro que, si lo hemos comprobado para semicirculos, es fécil concluir que una
igualdad similar se cumple paralos circulos.

Caso detridngulos semejantes:

En este caso, deberemos recordar que se conocen como tridngulos semejantes, aquellos
cuyos respectivos lados mantiene una razén constante asi:

Los dos triangulos son semejantes si y solo si:

a b c

a3 b
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Ahora construiremos un triangulo rectangulo, levantando triangul os semejantes en cada
uno de sus lados.

Con loindicado anteriormente, y por las relaciones geomeétricas, podemos afirmar que
larazon que reaciona los tridngulos semejantes (Fig. 6), relacionatambién lasalturas
respectivas, asi tendremos:

by

El area de cada uno de estos triangul os sera:

— b _ byhb,
A= . yva, = r_

Si construimos triangulos semejantes en los tres lados de un tridngulo rectdngulo ten-
dremos que:
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ah bhy, ch
Aj==2, Ay =—2 A3 =—°
1 9 7 2 2 3 2
ah, bhy
Ay +A; = 2+ 2
1 2 2 2
a h, b hp,
Sabemosque — — T - =
e e h, Y e h,
ah bh
dedondeha = c': yhb = —f, entonces
h,  bbh (a2 +b2)h,
Ay +A, = 2=+ e = :
1 2 2c 2c 2c !

que utilizando la relacién pitagérica tendriamos que:

2
c=h, ch,
A+ A, = "—=="2= 4,
1 2 2¢ 2 3

Entonces se puede afirmar:

Si levantamos triangul os semejantes sobre los tres lados de un triangulo rectangulo,
la suma de las areas de los que se levantan sobre los catetos es igual al area del
triangulo levantado sobrela hipotenusa”.

Este resultado permite una generalizacion: Se sabe que las areas de dos triangulos son
iguales, s son iguales uno de los lados y la altura respectiva, por tanto: “ Si levantamos
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triangulos en lostres lados de un tridngulo rectangulo, cuyas alturas con respecto a
los lados responden a una razon constante, la suma de las areas de los triangulos
levantados sobre los catetos esigual a la levantada sobre la hipotenusa” .

A continuacidn demostraremos lo enunciado:

Como base tenemos un tridngulo rectangulo abc (Fig. 7), y ademéas:
a b C

hg h‘b_hc.
h, = bh
A +A; =2+ 22
1 2 2 2

Recordando las igualdades:
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4 o4 _ aah. bbh, (a*+b*)h. c*h. ch.
1H A= o e T 2¢c T 2¢ 2

Caso de poligonosirregulares semejantes:

Para este caso simplemente deberemos recordar que un poligono semejante puede
descomponerse en varios triangul os semejantes, concretamente un poligono irregular de
n lados, puede descomponerse en n-2 tridngulos, en consecuencia s sobre los lados de
un triangulo rectangulo, construimos tres poligonos irregulares semejantes de n lados,
cada uno de dlos podremos descomponerlo en n-2 tridngulos, que a su vez son
respectivamente semejantes, y como ya vimos que la suma de areas construidas sobre
los catetos de un tridngulo rectangulo es igual al area de un triangulo rectéangulo
construido sobre su hipotenusa, para ello deberemos demostrar que “ L os respectivos
lados de poligonosirregulares semejantes construidos sobre un tridngulo rectdngulo
mantienen la relacion pitagoérica”.

Demostracion:

En la figura 8 adjunta tomamos como
base € tridngulo rectangulo abc, donde
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e tiene la relacion pitagodrica ¢? = a2 + b?, sobre cada uno de los lados de ese
tridngulo se construyen poligonos irregulares semejantes que son:

am;n;01p1 . bmnopy cmzn;02p;

Para apoyar esta demostra-cion, descomponemos la fi-gura geométricairregular de
cinco lados en tres triangulos, paralo cual trazaremoslalineasqy .

Entonces es evidente que los triangulos:

P20202, POJ Y P10101 SON semejantes entre s.

Deigual formalostriangulos:

meNor,, MNEy myngr; también son semejantesy consecuentemente los tridngul os:
and:,brq y arg, también son semejantes.

De donde podemos afirmar que:

Laredacion pitagorica establece que: ¢ = a’ + b’
Que remplazando con lo anterior se tendria:

2 2 2. 2 2 2 2 2, 2
cr cr c°r c°r co(rqy"+r
L.Z_ ( ’1) | ( ) _ 1 | _ (g :]'

r2 r2

Dividiendo ambos miembros para ¢® setiene que:
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1
Tzz
Por lo tanto:
T2 =1% + 717
Deigual forma:
a1 _ 92 _4
a C b

Y ancalogo alo anterior setendria:

_ c%(q1%+q%)

2 2 22 2.2

€q, cq €°q,° | c°q

czzz(——) + (—) = —+—
3 7

_ (q1%+4%)
1 — i!—z.

Y consecuentemente:
Z_ 2 2
q:" =q1~ +q°.
Esto permiteindicar que también:

P2 =pi* + p*
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m,? = my% + m?

n,% = n,% + n?,

0,2 =0,% + 0%,

con lo cual queda demostrado lo indicado.

Si a este resultado le afiadimos agquel caso de triangulos semejantes en bases que
cumplan la relacién Pitagérica, y recordando que € &rea de un poligono regular es
igual a la suma de los tridngulos que lo descompongan, por o tanto, se puede afirmar
que:

“Si se construyen poligonos irregulares semejantes en los lados de un triangulo
rectdngulo, la suma de las areas de los poligonos irregulares construidos sobre los
catetosesigual al area del poligono irregular construido sobrela hipotenusa”.

Caso de segmentos cir cular es semejantes:
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Fig. 10

Iniciare este caso indicando que los sectores
circulares semejantes corresponden a sectores circulares con el mismo angulo de
apertura, en nuestro caso t.

Sabemos que los tridngulos: Iscls | Ibl, vy lhal, (Fig 9) son triangulos semejantes.

Ademés ¢® = a® + b’ En consecuencia, en base de lo que se ha visto:

112 + ]22 == 132.

De la figura se observa que el érea de cada sector circular esigual a &rea del cilindro
circular menos el areadel tridngulo isosceles respectivo, asi:

T!.'Ilztx Ilzsm(tx} . Ilz(tx—sm(tx}}

A, =
1 2m 2 2 ’
o T!.'Izztx Izzsen(tx} B Ezz(tx—sm(tx}}
A, = TEO_ = ,
2w 2 2
A. = ngztx Igzsm(tx} . Igz(tx—sm(tx}}
g = — =

Zm 2 2
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Por lo que podemos calcular y proponer que:

Iiz{a—seﬂ{a:]] + Izz{a—sm{a]]
- - '

A1+A2 =

{Iiz+tzz}{ﬂ—£€ﬂ{ﬂ:]}

A1+A2: 2

que remplazando € resultado ya presentado nos permite afirmar:

(132)(a—5m(a}} _ 4

A1+A2: 2

3,

lo que permite afirmar que: “ Si sobre un triangulo rectangulo construimos secciones
circulares semejantes, la suma de las éreas construidas sobre los catetos esigual al
area dela seccion circular construida sobre la hipotenusa” .

Caso defiguras semejantes.

En general diremos que dos figuras son semejantes si y sélo s sus formas son idénticas,
en @ caso de poligonos cuando sus angulos internos son idénticos, y si estan limitados
por lados no rectos, los arcos que los deimitan son iguales.

La semgansa no tiene que ver con la igualdad de los lados, estos mas bien deben ser
proporcionales entre si.

A esarazon entre los lados respectivos, se conoce como razon de semejanza, se debe
recordar el siguiente resultado:

“El area de una figura semejante a otra es igual al area de la primera por el
cuadrado delarazon de semegjanza” .

Se observa esa semejanza en la figura 10, donde las tres figuras levantadas sobre cada
uno de los lados del tridngulo rectangulo son semejantes, asi, la razn entre las areas
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sera:

b

2
Az — (;) Al , larazdn de semganza entre las dosfiguras es (b/a).

Si sumamos las éreas de las figuras que se construyen en los catetos:

A + 4, = A, + (S)z A, = (@)Al.

a

Recordando que a 'y b son catetos del triangulo rectdngulo, cuya hipotenusa es c, otra
vez tenemos laigualdad pitagorica:

c?=a’+ b? entonces:
o2

Ay +Az = (5)As.

Pero como e é&rea levantada sobre la hipotenusa también es semegante a la levantada
sobre d cateto a, setiene que:

Con lo que podemos concluir que:
Al + Az — Ag.

Lo que permite exponer e resultado deseado:

“Si sobre los lados de un triangulo rectdngulo construimos figuras geométricas
semejantes, la suma de las areas construidas
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sobrelos catetos esigual al &rea construida sobre su
hipotenusa” .

Resultado Sobre Volumenes:

Larealidad percibida por el hombre es una realidad de
tres dimensiones, donde e concepto de area es una
abstraccion, a igual quelalinea o el punto, por lo que
es fundamental recordar que un volumen resulta de
multiplicar e &rea por su profundidad o espesor, lo
gue permite la siguiente aseveracion:

“Si sobrelastrescarasrectangulares deun prisma quetiene como base un tridngulo
rectangulo, construimos prismas que tengan como bases areas semejantes entre s,
la suma de losvolumenes construidos en las caras correspondiuentes a | os catetos es
igual al volunen del prisma semejante construido sobrela cara de la hipotenusa” .

Aseveracion que a simple vista no parece tener nada que ver con d teorema de
Pitagoras, pero que en realidad, muestra la genialidad de mismo, y resulta de
explicacion obvia.
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