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Resumen.

Este trabajo, propone una metodologia para la suma de potencias de enteros
consecutivos, para lo que se propone un Proceso recursivo para ir generando las
distintas férmulas, basandose en € desarrollo de las potencias de un binomio
desarrolladas por Sir Isacc Newton.



Sumando Potencias
I ntroduccion:

Las matematicas en su esencia, deben servir para entender nuestro entorno, donde €
ser capaz de “contar” ubica a hombre en un espacio de privilegio frente a los
demas seres ddl planeta, espacio que le convierte en @ timon que direcciona €
destino y los rumbos a tomar. Entonces esta operacion aparentemente simple, € de
contar los eementos que nos rodean, muestra su importancia, y resuena como un
proceso aparentemente simple. Lo de aparente se escuda en la cotidianeidad de la
misma, ya que a cada instante estamos contando cosas y lo hacemos con
simplicidad, por la frecuencia y no por @ proceso. Este responde a la complgjidad
de la abstraccion y € razonamiento, es la operacion que gobierna las matematicas,
lo que las otras hacen es utilizar algoritmos que simplifican la obtencion de
resultados, haciendo la “magia’ de pronosticar soluciones, sin tener que rehacer €
conteo. Asi s juntamos dos grupos uno de ciento veinte eementos y otro de
ochenta de la misma naturaleza, la suma me permite “predecir”, que en d grupo
formado existen doscientos dementos, y para €lo no tengo que volver a contar.

Se dice que los conceptos de cantidad surgen en la mente del hombre a partir de los
sds meses, la nocién de nimero depende del entorno y estd  intimamente
relacionado a la educacion, ya sea formal o informal. Se sabe también que una
imaginacion clara de dementos individualizados permite imaginar hasta cinco
elementos. Lo indicado puede llevarnos a confusion o interpretaciones equivocadas
sobre estos procesos cuya naturaleza de complgidad responde a que € mismo
siempre va completando nuevas ideas, que van integrandose en todas las
dimensiones y permiten & avance dela ciencia.

Es preciso entonces estudiar y reflexionar sobre simples procesos de sumatorias que
deben servirnos por su puesto para obtener resultados pero ademas para razonar y
entender ese mundo maravilloso dd nimero y sus relaciones.

Problematica

Las operaciones matematicas, por efectos de la tecnologia y de ciertos prejuicios
gue existen contra la madre de todas las ciencias, van generando desinterés y
resistencia, es mucho més fécil presionar unos botones que realizar un algoritmo,
produciendo en €@ camino procesos esclavizados a la tecnologia donde €



razonamiento es mal visto, y més bien lo que interesa es la rapidez con la que una
operacion presenta su resultado. Este problema es tan fuerte que muchas veces los
individuos aceptan o valoran su resultado Unicamente si @ mismo es comprobado
en una calculadora o una computadora. Esta realidad social debe preocuparnos,
pues sociolGgicamente nuestros congeneres, especialmente jOvenes, estan
reconociendo una inferioridad a las méquinas. Esto esta generando una falta de
autoconfianza y de dependencia que debe ser analizada con la importancia de caso.
Los efectos en la sociedad van mucho mas alla de reconocer a las matematicas
como una catedra generalmente complicada que se caracteriza por la resistencia que
suele producir en los estudiantes.

Es preciso entonces plantear formas que restituyan la importancia de las
operaciones mateméticas, como una forma de mostrar 1o esencial de esta ciencia 'y
su rol de generadora de razonamiento, entendiendo ademés que € desarrollo de la
humanidad esta ligando netamente a lo que la abstraccion ha logrado construir.

OBJETIVO GENERAL

Generar resultados de sumas de potencias en base de
razonamiento.

Obj etivos Especificos

Entender claramente & concepto de suma

Mostrar que la tecnologia debe sujetarse ala cienciay no lo contrario.
Dar resultados para sumas de potencias con potenciasvarias.

Generalizar resultados.



DESARROLLO

1. SUMA DE NUMEROSNATURALES CONSECUTIVOSA
PARTIR DE UNO.

Consideraremos € conjunto de nimeros naturales { 1,2,3,4,5,6,...,n} . Definiremos
S =1+2+3+4+...+(n-2) +(n-1) +n.
Por lo tanto se tiene también que
S =n+(Nn1)+(N2)+...+4+3+2+1,
las dos sumatorias tienen n términos, y si sumamos término a término setiene que:
S\ +S, = (n+l) + (n+1) + (nt+1) +....+ (nt1) + (n+1) + (nt1) + (n+1),

donde setiene n veces d sumando (n+1). Entonces 2S, = n (n+1), y por lo tanto:

S = n(n+1) .
2

Esta formula puede expresarse también de la forma:

=1 2

éﬂ i n(n+1)

utilizando para €lo la notacion de sumatoria y relacionando € ordenador i que toma
valores enteros desde 1 hasta n, con € valor de los sumandos, que en este caso,
seran justamente |os nimeros naturales dd 1 hasta n.

Esta claro ademas que se cumple:
FORMULA 1

En vista de que en rdacion con la sumatoria anterior se ha afiadido un término
Unico dei=0, que ocbviamente al aumentar a la sumatoria anterior, no varia.
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2. SUMA DE NUMEROSNATURALES CONSECUTIVOSA
PARTIR DE UN NUMERO NATURAL CUALESQUIERA:

Para desarrollar este tema, debemos indicar que para obtener la suma de los
nimeros naturales consecutivos, entre dos de elos deberemos obtener la suma de
los naturales entre la unidad y & mayor de dlos, luego obtendremos la sumatoria
entrelaunidad y d natural anterior al menor de dlos, asi:

Supongamos que deseamos obtener la suma de los nimeros naturales entre 7 y 15,
es decir:

S=7+8+9+10+11+12+ 13+ 14+ 15.

El resultado de esta sumatoria lo obtendremos sumando primero del 1 al 15.
S$=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+ 13+ 14+ 15=120,
luego sumamos los naturalesdd 1 a 6

$=1+2+3+4+5+6=21,

y d resultado serd S, — S, = 120 — 21 = 99.

Este proceso podemos pasarlo a formula con sumatorias obteniendo lo siguiente:

n—1

ii=ii—ZL

i=n i=1

que aplicando la férmula 1, tendriamos:

Ei m{m+1) _(n - 1}nl

-T2 2

=1



FORMULA 2
Sumatoria de series aritméticas finitas de nimeros natur ales.

Para esto debemos recordar que una serie aritmética es agudla que entre sus
dementos consecutivos presenta un incremento constante. Para entender meor
mostraré d siguiente g emplo:

{1, 4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 46, 49},

donde @ primer demento es @ 1, y los demas se van generando sumando 3 a cada
uno de los dementos. Caracterizando estos eementos con la expresion
a = a+ 3(i-1), cona =1 en esta serie setiene 17 dementos, cuya sumatoria es:

"

Eal Z( + 3(i- 1::-T(1+3(1 1:}_T(1+31—;=Z(1

i=1 i=1 = j_ i=1 i=1
+1 2_
(31-1.}—321—? - n(n } 2ﬂ=3(n 2”}
i=
3n(n—1) . 3(17)(16)
= 5 queremplazando npor 17 sera, ——— = 408,

Se observa entonces que la caracterizacion de los eemento de una serie finita es
fundamental cuando se desea obtener una sumatoria, por lo que es imprescindible
generar formulas para las potencias de |os nlmeros naturales consecutivos, teniendo
en cuenta las reglas de linealidad de las sumatorias, que desarrollaré en la siguiente
seccion.

3. SUMATORIA DE UNA SERIE DE NUMEROSNATURALES
CON LA PRESENCIA DE POTENCIAS:

S b;=a,i®+a, " 1+a, "4+ ayi’+ayi+ a, Porlotanto:



™ ™
Z bi = Z(ﬂ.nin + ﬂ.n_ll'.n_i + ﬂ.n_zin_z + -t ﬂ.giz + [11!: + ﬂ‘l}}

(11 (11 m ™m m ™m
=a,,§‘1”+an_1§‘1”‘1+ an_ZS‘i”“-l- + agF1‘+a1T1+aﬂF1,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

por lo que es necesario construir las formulas para la sumas de las potencias de los
nUmeros naturales consecutivos.

4. SUMA DE POTENCIAS DE NUMEROSNATURALES
CONSECUTIVOS QUE INICIAN EN 1.

Debemos recordar que:

n

élzn,

i=1

FORMULA 3.

que salta a simple vista, ya que lo que se esta sumando en n veces € nimero uno.
Luego debemos idear un proceso que permita obtener las sumatorias de las
potencias de los nimeros naturales, para €lo explicaremos un proceso simple que
permite luego una generalizacion para obtener cualquier sumatoria de este tipo.
Iniciamos de la identidad

i=((i-1)+1).
Entonces:

i(gz = i((z -1)+1)% (@)
i=1 i=1



y aplicando & cuadrado de un binomio se tiene:

T n

i((z‘—i} +1)% = i(z— 1%+ Z(Z(z‘ -1)) + Z(i}z,
i=1 i=1

i=1 i=1

queesigua a

i n i 7
=Z(1—1}‘ + ZZE —221+Ei
i=1 i=1 =1 =1
n n n
=Z(zﬁ -1)7 + ZZI —Zi.
=1 =1 =1

Setiene también que:

n n—1
i=1 =0
Por tanto:
n n—1 n n
Ya—ihzz ﬁzviz—n::g‘z‘—n‘
( 2.R=) 2.
i=1 i=0 i=0 i=1

De (a) setendr&

y asi,

i(zﬁ)z = i(i}z— n?+ Eiz— n,
i=1 =

i=1

10



donde coinciden dos términos en cada uno de los miembros, los que se podrian
cancelar. Luego

Por tanto:

Z_ n*+n nn+1)
i= = .

2 2
i=1

Resultado que coincide con € obtenido en la férmula 1, es decir no aporta como
resultado, en cambio muestra un proceso que bien puede ser utilizado en otros
casos.

5. SUMATORIA DE NUMEROSNATURALES CONSECUTIVOS
ELEVADOSAL CUADRADO:

Partiremos de la misma identidad usada anteriormente y desarrollando € binomio al
cubo. Setendra que

iza =Z{(z 1) +1)7 = Z(z—ﬂﬂ + Z@(z— 1?) +ZS(1 -1+ me-

i=1

Como:

;]

F(a’ -1)% = Zzﬁa -nd
—

i=1 i=1

"

T
3(i—-1)7) = 12— 3n?,
E( {(i—-1)9 BEL in®
=1 =1

11



] 1) 1y 1y
T-EI:T 3_.313 Y ;2_ q.2 _

é’ll ":—’11 n -I-::Zla In +3$;1 In+n,
i= i= i= i=

donde, a su vez, € término ded primer miembro se repite en & segundo, lo que
permitiria su cancelacion. Despgando @ término que contiene o que deseamos,
tenemos:

n

n
3211’ =n3 —BZH In? + 2n.
=1

i=1

Remplazando la formula 1:

n

,. nin+1 .
3?1"='n3—3 ( '}+3n‘+2n.
=

]

Pero:
n+Inf+2n=n+Int+n+i-n+ll=n+1)-(n+=(n+Dn+1)%-
U=(n+0n*+2n+1-U=m+Dn*+2n) =nn+Ln+ 2).

Entonces:

: . . . . an+1)
3?1‘ =nn+1){n+2)-3 ( .
i 2

i=1

12



B nin+1n+21-3nn+1)

!
&

B nln+120+2)-13)

-

L

~ nn+1)(2n+1)
= > ,
Por lo tanto:

iz =2y

i=1

FORMULA 4

6. SUMATORIA DE NUMEROS NATURALES CONSECUTIVOS
ELEVADOSAL CUBO:

Partiremos de la misma identidad usada anteriormente y desarrollando € binomio al
cubo setendré que:

1 n n n "
= Fﬁ—ﬂ" Y -0+ ) 6107+ ) 4G-1)+ Y 1

i=1 =1 i=1 =1 i=1
Como:
T
T‘(a 1)% = Zz -n*
= i=1

ZH& 1)) = Zz 4n?,

i=1

13



2(5(1—1)2) - 5212— 6n’,
i=1 i=1

n

13
z{eb(z -1)= 4211 — 4n,
i= i=

Y ay=n,

i=1

remplazando en laigualdad anterior tenemos:

n n " n n
Ft"= ‘F;‘“ -n“+4z;‘3 -4n3+62i2— 6n’ +4F;‘— 4n +n,
e e i
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde, nuevamente € término dd primer miembro se repite en € segundo, lo que
permitiria su cancelacion, y despgando € término que contiene lo que deseamos,
tendriamos:

4y, i'=n*+4n® —6X "+ 6n° —4X%, i+ 4n -n.
Remplazando las formulas 1y 4:

\ i 147 - . )
4253 — 'ﬂ.4 + 4'!‘13 _ 6'”[“- + .I..]S'[aﬂ.-l' 1] . 611: . n[\ﬂ. + 1]

i=1

+ 3n

n*+4n® —n(n+1)(2n+1)+6n° —2n(n+ 1)+ 3n
=n* +4n® +6n* +3n—n(n+1)(2n+1) - 2n(n+1).

Pero:

14



nttdnitmi+tIn=n*+dndi+oni+dn+1-(n+1)
=n+1)*—(n+)=n+1((n+1)3-1).

Entonces:

8 2= (n+ )((nt 17— 1) —n(nt 1)(@n+1) - 2n(n +1)
e
i=1

=(n+1)((n+1)°-1-n(2n+1) - 2n)
=(n+1)((n+1)°¥-1-2n"—n-2n)
=(n+1)(n*+3n* +3n+1-1-2n"—n-2n)
=(n+1)m*+n?) = (n+ Dn*(n+1) = n®(n+ 1)}

por lo tanto:

47 =" (0+D°
2

FORMULA 5.

NOTA: Rdacionando laférmula 1 con laférmula 5, setiene que:

én i3 :nz(n+1)2 -

nn+d)., ,& ..,
L TE =@t

i=1

7. SUMATORIA DE NUMEROSNATURALES CONSECUTIVOS
ELEVADOSA LA CUARTA:

Partiremos de la misma identidad usada anteriormente y desarrollando € binomio al
cubo setendré que:

15



Nis=Yia-
Y =) -1+ 1)
i=1 i=1
]
E(a 1)+ Y‘1(5(1 1%
i=1 i= 1
"
Zlﬂ(a +Tm(a—1a -I-S‘S(a—l +T15
i=1 z—l

Como:

T

Ya-ns= )i

i=1 i=1
Z(s(z—i}“} = 5214— Sn*,
i=1 i=1

n n
10(i—1)%) =10 ) i3 — 10nd,
Z( (i-1)9 Za e

i=1 i=1

n n
10 -178 =10 210 :,
Z( (i-1)9 Za "

i=1 i=1

;5(1—1}=521— 5n,

i=1

;(1} S=n

remplazando en laigualdad anterior tenemos:

16



T 1] 1]
S‘IE: Fis —'n5+5$‘zi“ —5n4+1DF13 -10n?® +1EJZ‘,12 — 10n?
i Lo i .

n
i=1 i=1 i=1 i=1 i
n

1y
=1
+5Ta’— Sn+mn,

|

i=1

donde, nuevamente @ término dd primer miembro se repite en € segundo, lo que
permitiria su cancelacion, y despgando € término que contiene lo que deseamos,
tenemos:

1] ] n ]

5 it =nS+5nt—10 ) *+10n%—10 ) 2+10n2—=5 ) i + 5n —n.
Zl n i} Zl n ZE n .Lrl mn-n
i=1 i=1 i=1 i=1

Remplazando las férmulas 1, 4 y 5, tendriamos:

n+1)(2n+1) n+1
%Hﬂn?—sn(nﬂ )

1]
nf{n +1)32
5y i*=n+om"- 10%-%10?’13—10

i=1

+ 4n

n¥(n+1)% 10?1(?1+1](2?1+1} 5?1(_?1+1)
4 6 2

=n®+5m* +10n% +10n% + 4n - 10

Pero:
n*+on*+10n? +10nf+4n=n*+5n*+ 100 + 1002 +5n+1—-(n+ 1)

=m+1D5-(n+1)=m+1{(n+1)*-1).

Entonces:
\ . . .oontn+0? akh+002rn+1 nln+1)
5) it =(n+ D((n+14-1) -5~ 5 @ntd)_g —
ﬁ 2 3 2

17



~ bn+1((n+1)*=1) —-1m*(n+1)*=10n(n+ 1)(2n+ 1) - 15n(n + 1)

6
_ m+D(6ln+1)*-6-1512(n+ 1) — 10n(2n + 1) — 15n)
B 6
~ (n+1)(6n*+ 24n® + 3602 +24n + 6 — 6 —15n% — 15n% — 20n? — 10n — 15n)
- 6

~ nln+ 1(6n? +9n2 +n-1)

5]

Por lo tanto:

- » n(n+ 1}[6113 +9ni+n— 1:]

Zl - 30 |

i=1
Se sabe también que: 6n® + In? +n—1=(2n + 1)(3n* + 3n — 1), por loqued
resultado final sera:

§ . nn+1)(2n+1)(3n2+3n-1)
j:ril = 30 .

L
FORMULA 6

8. GENERALIZACION DEL PROCESO:

El proceso puede generalizarse, por lo que desarrollaremos una forma que sume las
potencias de una serie consecutiva de n nimeros naturales, buscaremos un resultado

para:

n
Z ip-l

i=1

paralo cual utilizaremos lo ya mostrado:
(]

Zz?’=1+i{(z—1} +1)7.

i=1

18



Recordando la definicion de los coeficientes binomiales y € desarrollo dd binomio

de Newton:
O) -m=m:
T K(p -k

tendremos lo siguiente:

Zﬁ’ EZ{ ) 1)k1m- k—1+YT{ ) — 1)k,

=1 z;l.D

Haciendo & cambio de variable j =i -1,

n n-1 P B

Py
Ez?’:1+£ "—1+YT( ) E(kjn"
i=1 'lk:D ',llP..D k=0

Descomponiendo la sumatoria doble:

n n p-Z " n P
T Py, P ) 1 NPy
Z +‘7 )4’ * (\p):lp-l- (.,;;--1 ¥ Z(kjn'
i=1 i= n 0 — — k=0
=1 =1
Recordando que:
(p): b pb P
p/ pp-p)! pt0) p
¥
("p‘)z P __p P -
U (p-Dip-(-0) E-D -0 ~
tendremos
n n p-2 n n p
. . (2
P = k 1 p-1_ k
Zz 1+ ()} +Z] +pZJ Z(k)n
i=1 J=1k=0 = =1 k=0
Como:

19



recordando € siguiente desarrollo de Newton:

P
a7 = ) E)arr = Z(g)

k=0

eliminando los términos iguales y remplazando tendremos:

)} Kt ijF'l —(n+1)".
i1

n
T
.Lr

=

’ﬁ[\«ﬂ i

Utilizando la linealidad de las sumatorias y reubicando |os términos se tendr&

n P2 n
p 1
-1 = P—1-— k
) Fr=rip-i-) (1)
J=1 k=0 -1

Por dltimo remplazaremos p-1 por m, y asi:

m-1

n +1 n
(m+1)ij:(n+1)m+1—1—Z(mk ) j
Jj=1 k=0

/1

Que permite proponer la siguiente formula definitiva:

m+ 1) -1 Tt () Y

T —
Zj m+1
=1

20



FORMULA 7

Esta férmula muestra ya un desarrollo recursivo para obtener d resultado de la
suma de potencias de nimeros naturales consecutivos. Para visualizarla con mayor
claridad definiremos:

L
5=.=Zjﬂ Vi e,
/1

Entonces:

. _ (n+ )™t —1 - Fre{")s,
me m+1 '

FORMULA 8

Como esta férmula es una formula de induccién, se debe establecer un punto de
partida. Para ello estableceremos lo siguiente:

que ya establecimos como formula 1.

9. VERIFICACION DE LA FORMULA GENERAL:

Para comprobar la formula indicada realizaremos algunos célculos:

@4D2-1-()% @4D?-1-n

g =
2 2

21



_(n+ 1)2—-(n+ 1]_ n+1)n+1-1)

2 7

nn+1)
2 L

lo que coincide con laférmula 2. Luego:

e — (35, (m+1) +1)
(n+1)P-1- (318 - ()s4 (+ 1)8-1-n- 311(:1? )

S — el
2 3 3

_Z(n-l- 1 -2-2n-3nn+1)
- 6

~ 2n+1)*-2(n+1)-3n(n+1)
- 6

_(a+1)@2n+1)2-2-3n) @+1)(2n’+4n+2-2-3n)
N 6 - 6

~ (n+1)(2n%+n) ~ nn+1)(2n+1)
= ; = . :

| gualmente este resultado ratifica la formula 2.

Veamos ahora para 53.

B n+1)*-1- (;}50 - {1}51 - {;}52
g =
4

nn+1) _nn+1)2n+1)
4 —6
2 (3]
4

m+1)*—1-n-

_(m+1)*-1-n-2n(n+1)-n(n+1)(2n+1)
- 4

22



_m+1)*-(n+1)-2n(n+1) -nn+1)(2n+1)
- 4

B n+1)((n+1)*-1-2n—n(2n+ 1))
- 4

_(n+1)(n*+3n?+3n+1-1-2n-2n*—n)
B 4

_(m+1)(n*+n?) n’(n+1)?
B 4 B 4

Que también coincide con un resultado anterior. Calcularemos ademés 5.

B n+1)5-1- {ﬁ}su - (5}51 - (2}52 - (2}53

T 5

- k ! 7 2 AT
. (@+1)5—1-n— 5nl[_nz-l-i_ll _1Un'[_n-l- 1}6(...n-l-1}_10n 1Ln4-‘|-1j
T 5
G - 6n+1)°—6(m+1)-15n(n+1)—10n(n+1)(2Zn+1) — 15n%(n + 1)>

4 30

g fn+1)(6(n+1)*—6—-15n—10n(2Zn+1) — 15n%(n + 1))
4 =
30

(n+1)(6n*+ 24n* + 36n” + 24n+ 6 — 6 — 15n — 20n® — 10n— 15n® — 15n?)
4 =
30

B (n+1)(én*+ 9n3 +n® —n) B n(n+1)(6n*+9n%+n-1)

- 30 30

nn+1)(2n+1)(3n>+3n—-1)
Se = 30 :

Que nuevamente confirma lo expuesto.

23



10. RESULTADOS GENERALES:

Con lainduccion indicada se pueden obtener |os siguientes resultados:

RESULTADOSDE § = Yoe,j

i s,
0 n
1 nn+ 1)
2
2 nn+ 1)(2n+1)
6
3 n’(n+ 1)2
4
4 nn+1)2n+1)(3n>+3n—1)
30
5 n(n+ 1)%(2n2 +2n-1)
12
6 nn+1)2n+1)En*+6n*—3n+1)
42
7 n?(n+ 1)2(3n*+6n*—n?—4n+ 1)
24
8 nn+1)(2n+1)(5n® +15n° +5n* —15n* —n? +9n —3)
90
9 n?(n+ 1)2(n® +n—1)(2n*+ 4n®* —n? —3n+ 3)
20
10 nn+ D2n+ 1)(n?+n—1)(3n® +9n®+2n* — 11n®*+ 3n2+ 10n - 5)

66

24




1

2)

3)

4)

11. RESULTADOSNOTABLES:

Todas las férmulas para calcular los resultados de los sumatorios tienen

(n+1 . .,
como factor 2*2 que es d resultado de sumar los n primeros nimeros

"
r

naturales iniciando en 1.
La suma de las potencias de nimeros naturales de 1 a n, cuando €

exponente es impar distinto de 1, siempre se halla presente d factor

n*in+1)?
2

naturalesde 1 an.

La suma de las potencias naturales de 1 a n, cuando € exponente es par
nint+l)iZn+1)
-]

cuadrado delos nimeros dd 1 an.
Esta claro que las sumatorias establecidas se mantienen invariantes si se
incluye d cero.

, que justamente representa la suma de los cubos de los nimeros

tiene como factor , que representa € resultado de sumar €

Estos resultados responden justamente a la forma recursiva como se van
obteniendo estas formulas.

12. SUMA DE POTENCIAS A SERIESDE NUMEROSNATURALES

QUE NO INICIAN EN 1.

Supongamos que queremos sumar ( 72,83, 9,103, 113,123,133, ...,32%).
Recurriremos al mismo razonamiento utilizado para obtener la férmula 2 lo que
permitira expresar la operacion:

32 32

13

&
i 3
=7 i=1 i=1

- 3 E_ ,

= ¢ —

que aplicando la férmula respectiva tenemos:

[+]

322(32+1)? 6*(6+1)% 322337 —6%7
4 4 B 4

25



162332 — 3277 = (16x33 + 3x7)(16x33 — 3x7) = 278343.

Este razonamiento simple permite expresar la formula:

n—-1

T;‘E’
P

&

-,

; 1

m m
T;?’:T;E_
- e

i=1 i=

=
[y

que, utilizando las respectivas férmulas permitird obtener € resultado definitivo.

13. SUMATORIA DE SERIESARITMETICASEN GENERAL.

Abordamos ya € problema inicial. Supongamos que tenemos un conjunto finito
(by), donde los eementos by se caracterizan por:

b; = AylP + Qp g P+ 0y olP 2+t ayi® 4+ ayi +a,

donde los a son nimeros reales ei son naturales. Queremos calcular la sumatoria de
esos dementos, con i iniciando en my concluyendo en n.

Entonces:
1 n m—1
b=) b= ) b
=m =1 =1
1]
Z(a P+ @y P+ @, glP P e+ i’ agi +ag)
(1] s T T (1] n
:,T Pra,, Y P lta Za?’“-l-----l- a221‘+a1$‘1+aﬁ?1,
e e e

Que puede calcularse con @ uso de las respectivas formulas establecidas ante-
riormente.

26



14. CALCUL O DE SUMATORIAS A SERIES CON ENTEROS
NEGATIVOS.

Esta extension es posible con lo ya desarrollado, para esto simplemente debe
tenerse en cuenta lo siguiente:

Un entero negativo eevado a una potencia par es siempre positivo e igual a
€se mismo entero positivo eevado a esa potencia.

Un entero negativo elevado a una potencia impar es siempre negativo e
igual a negativo de ese entero positivo devado a esa potencia, 1o que
permitird en algunos casos una compensacion, abriéndose la posibilidad de
que d resultado de la sumatoria sea un resultado negativo o cero.
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