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1. FUNDAMENTACION

En muchas oportunidades un ejercicio planteado en un determinado contexto resulta sencillo, si se lo saca de ese
contexto. La inercia intelectual muchas veces nos impide resolver un problema debido a que pretendemos que un método
se adapte a un problema en vez de tratar de resolver el problema. Para paliar este vicio, en la concepcion de los autores
de este trabajo, es necesario tratar de dar, siempre que los recursos lo permitan, mas de una perspectiva de los problemas
y de sus soluciones. Esta es una de las razones por las que se pensé en desarrollar el tema de la localizacién del punto
de Fermat. Aunque este problema es muy conocido como aplicacion de la optimizaciéon en el &mbito del calculo de varias
variables, no es comin que se lo enfoque desde la geometria elemental. Por otro lado reconocemos la importancia de la
visualizacién de una situacién problematica, por lo que hicimos uso de programas de calculo y de dibujo. Por ejemplo, es
importante tener idea de las posiciones relativas de las curvas de nivel cuando se busca un extremo de una determinada

funcioén.

2. DESARROLLO

Problema. Dados tres puntos A, B y C no alineados, encontrar el punto D del plano que minimiza la suma de las
distancias.

http://www.unsa.edu.ar/~asangari/fermat
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CuaDRO 1. Configuracion de los Vd;

2.1. Analisis previo de la situacion. Sean A (0,0), B (a,0) y C (b,c) puntos fijos. Sea D (z,y) un punto variable.

La funcién que tenemos que minimizar es

(2.1) fay) = Vit 4@ —a? + g2+ (@ -0+ (y - o)
dy ds ds

y el gradiente de (2.1)) (que existe en todo el plano, salvo en los puntos A, B y C ) tiene que ser (0,0) en el minimo.

Entonces

La expresion muestra que los vectores Vd; son unitarios y son paralelos y en el mismo sentido que los segmentos
orientados que van desde los vértices del triangulo ABC' al punto D (z,y) (Ver cuadro .

Como la suma en es el vector cero, los vectores Vd; pueden disponerse como los lados de un tridngulo equilatero.
Dado que el circuncentro de un tridngulo equiladtero determina, con cada pareja de vértices, tridngulos congruentes,
entonces, los dngulos en este circuncentro seran de 120° (Ver ﬁgura.

Esto nos permite obtener una consecuencia interesante e inmediata: Si el minimo estuviera en el interior del triangulo,
el angulo con vértice en este punto que subtiende a los lados del tridngulo seria de 120°.

Y entonces, reciprocamente, si el triAngulo no tiene ningiin &ngulo mayor que 120° el minimo se encontrard en un punto
que subtienda los lados con un angulo de 120°, y por tanto en su interior. También podemos observar, que si el triAngulo

tiene un angulo mayor o igual que 120° entonces el minimo debe estar en alguno de los puntos A, B o C. Recordando el
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FiGURA 2.2. Curvas de nivel de distinta aproximacion

muy conocido resultado de geometria elemental: “A &dngulos mayores se oponen lados mayores” concluimos que el minimo
debe estar en el vértice correspondiente al 4ngulo obtuso. En sintesis, sea cual sea el tridngulo, o el minimo se encuentra

en el interior del tridngulo, o en uno de los vértices (donde la funcion no es diferenciable).

2.2. Resolucion grafica del problema. Para convencernos de estos resultados razonemos, primero, graficamente:
Los graficos de la figura representan dibujos de curvas de nivel de la funciéon disminuyendo el rango de
visualizacién, para conseguir mayor precision.
Para este caso tomamos A (0,0), B (4,0) y C (3,2). Podemos observar que a medida que nos acercamos aproximadamente
a la curva de nivel 5,568, las curvas de nivel se “separan” mas. Esto significa que la funcion debe decrecer en ese sentido.
Ademas, debido a la forma de la funcién y a que las curvas de nivel son cerradas podemos conjeturar que la funcién

alcanzara un minimo. Hagamos un dibujo mas preciso aiun para ilustrar esta conjetura (Ver ﬁgura.
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Ficura 2.3. Curvas de nivel méas localizadas

Observamos en la figura[2.3] que a medida que las curvas de nivel se separan, acercandose al minimo, la longitud de los

gradientes disminuye de manera proporcional.

2.3. Resolucion analitica. Tratemos ahora de hacer una validacion analitica de nuestra conjetura (ver [2]). La ecuacion

(2.2) se descompone en dos ecuaciones

T r—a x—0b
2. xr _
(2.3) AR 0
Yy Yy y—c¢
dy  dsy ds
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que en nuestro caso seria

2.4 el =0
24) d1+ do * d3
y Yy y—2
LANT.-& 0
4 d T ds

Del sistema de ecuaciones (2.3) deducimos que:
x 2+ y 2+ T—a 2+ Y 2+2(x—0)(x—a)+(y—0)(y—0)_ x—0b 2+ y—rc\?
dy dy do da dqds -\ ds ds

(x—0)(z—a)+(y—0)(y—0)
dyds

Resulta:

(2.5) 142 =0

Notamos que:

(z-0)(z-a)+(y—-0)(y—-0) ((z-0,y—-0),(z—a,y—0)) o~
i, = dids = cos (uv)

conu=D—-A=(x-0,y—0)yv=D—B=(x—a,y—0). Por lo tanto, la ecuacion (2.5) es equivalente a

_ 1
cos (uv) = —=
(@) =~
y esto implica que uv = 120°, como esperdbamos.
Ademas, haciendo los célculos correspondientes del Hessiano de la funcién ([2.1) vemos que, si tiene un punto critico en

los puntos donde es infinitamente diferenciable, entonces ese punto critico serd un minimo.

Resolvimos el sistema (2.4]), en forma numérica, encontramos que el minimo es 5,55485... y se encuentra en el punto

(2,8179048..., 1,0050136...).

2.4. Resolucién geomeétrica. Por ultimo, encontremos la distancia minima mediante razonamientos que sean pura-
mente geomeétricos (ver [1):

Sea el triangulo ABC sin ningtn éngulo (interior) mayor de 120° como muestra la figura [2.5]
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FIiGURA 2.4. Gréfico de la funcion 2.1]

Ficura 2.5. La poligonal de menor longitud entre dos puntos es el segmento que une esos puntos.

Tomemos un punto F' cualquiera en el interior del triAngulo. Tracemos los triangulos equildteros AF Fo, BFFy, CFFpg,

ABC', CAB’ y BCA’. Como por construccién, los dngulos FcAF y C'AB son congruentes, entonces los angulos BAF
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y C'AF¢ son congruentes. Por tanto, los triangulos BAF y C'AF¢ son congruentes, por el criterio lado-angulo-lado.
Entonces los segmentos BF' y C'F¢ son congruentes. Luego, la poligonal C'FoFC tiene la misma longitud que la suma
de las distancias de F' a los vértices A, B y C. Si consideramos el punto F' movil, entonces cuando F esté alineado con C,

Fe y C', la poligonal C' Fo FC tendra la menor longitud. Pero cuando esto suceda, AFC = 120° como esperdbamos.

ANALISIS

A partir del planteo de la condicién necesaria para la existencia del punto minimo, surge una interesante y sencilla
manera de localizar geométricamente dicho punto a través de propiedades elementales de los tridngulos equilateros. Se
estima graficamente el resultado, a partir de conjeturas sobre las caracteristicas del gradiente y de las curvas de nivel, y
luego se confirman los resultados anteriores. El desarrollo analitico para encontrar el minimo, se realiza a partir de las
condiciones que establece el calculo diferencial y, de manera singular, por medio de relaciones que definen un producto
escalar, se obtiene el resultado estimado graficamente. Las coordenadas del punto D se encuentran numéricamente. La
dificultad para hallar analiticamente las coordenadas x e y del punto D hace relevante el método geométrico para su
localizacién. El desarrollo geométrico, se basa en la construcciéon de tridngulos equilateros y en relaciones entre angulos
congruentes, lo que permite apreciar la simplicidad del método y la belleza de la geometria.

El caso de los puntos donde no existe el gradiente, admite también un tratamiento interesante, pero por excesivo, no

se considera en este trabajo.

CONCLUSION

Este enfoque de resolucion requiere de una suficiente atencion dedicada al problema para activar y estimular la memoria,
consolidar los conocimientos anteriores y aplicarlos de manera tutil en la busqueda de solucion. La identificacién, el analisis y
la interpretacién de los datos disponibles inicialmente, permitieron incorporar nuevas ideas para la resolucion del problema
e integrar adecuadamente diversos tépicos tanto del calculo como de la geometria, para obtener el resultado de distintas

maneras. Por otra parte, la posibilidad de utilizar un soft adecuado permitio que se llevara a cabo este enfoque.
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