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La Propuesta

El presente trabajo intenta mostrar algunos recorridos, que un grupo pequefio de profesores y
estudiantes venimos desarrollando, interesados por el andlisis y la produccion de materiales
alternativos para la ensefianza de las disciplinas.

Esta propuesta se sostiene en la fuerza del trabajo colaborativo y la necesidad de abordar la
complejidad de las practicas en la formacién de profesores articulando reflexion tedrica,
formacién docente y disciplinar. Se enmarca en un Proyecto Acreditado por el Consejo
Directivo de la Facultad de Ciencias Humanas de la UNLPam, que persigue una doble
finalidad: por un lado, la posibilidad de construir espacios de vinculacidn entre la Universidad y
la Escuela; entre los saberes tedricos y la préctica educativa y entre la formacion docente y las
disciplinares. Por otro, la intencionalidad de producir materiales escolares que procuren salvar
las distancias mencionadas como intervencion en el curriculum ensefiado.

La experiencia en este caso estd focalizada en areas de Fisica y Matematica, vinculadas a
conceptualizaciones acerca de la tension superficial, las superficies minimales y los caminos de
recorridos minimos, en una propuesta de trabajo con burbujas y pompas de jabon, que
ensayamos inicialmente en aulas de secundario, y de las que recuperamos el especial interés
generado en los estudiantes.

Las peliculas jabonosas o las superficies minimales no constituyen contenidos que se
correspondan directamente con prescripciones curriculares en ningin nivel de la educacion
institucionalizada en los que los presentamos. Este es, también, un desafio para nuestro grupo,
poder poner en valor y en discusién, en las instituciones, saberes con fuertes vinculaciones pero,
en principio, no considerados entre los saberes escolares oficialmente propuestos.

A modo de reflexiones iniciales

“Un segmento rectilineo es la linea mas corta entre dos puntos, un arco de circulo maximo es la
curva mas corta que une dos puntos sobre una superficie esférica, la circunferencia es la que
encierra mayor area entre todas las curvas planas cerradas de igual longitud, la esfera es que la
encierra el mayor volumen entre todas las superficies cerradas de igual area.” (Courant y
Robbins, 1979: 340). Expresiones como éstas son muy frecuentes en todo tipo de materiales
editados que circula y que hacemos circular en las aulas de matematica. A partir de algunas
discusiones al interior del grupo comenzamos a preguntarnos si se trata de saberes construidos
por los estudiantes. Y en tal caso, ¢de qué maneras se conceptualiza acerca de ellos?

Los autores nos acompafian en un recorrido que recupera esas propiedades de maximos y
minimos ya conocidas por los griegos. Se referencia en esas épocas y se atribuye a Her6n de
Alejandria — s | a. de n.e. — la caracterizacion de la trayectoria real de un rayo de luz, como el
camino mas corto posible!, construccion que puede considerarse como el origen de la 6ptica

! Desde épocas anteriores a Herén se sabfa que un rayo de luz procedente de un punto P y que incide
sobre un espejo plano L, en un punto R, se refleja en direccion a un punto Q, tal que PR y QR forman
angulos iguales con el espejo. La contribucién que se atribuye a Herdn es la de determinar que, si R es
otro punto del espejo, la distancia total PR” + R"Q es mayor que la distancia PR + QR. Esto es, la
trayectoria PQR de la luz, es el camino més corto posible entre Py Q.



geométrica. Desde entonces al siglo XVII, en que se inicia la teoria general de los valores
extremos, y en que -con Fermat y el calculo diferencial- se inicia también la posibilidad de
proponer unos métodos generalizados para estudiar problemas de valores extremos. Siglo
XVIII, de ampliacion de los métodos, de elaboracion del célculo de variaciones, de mayor
complejidad y de gran aporte a la matematica actual. Siglos XIX y XX, de articulacion del
andlisis y la topologia en el desarrollo de la teoria de los valores estacionarios y la
generalizacion del concepto de valores extremos.

En este marco, estudios realizado acerca de redes de caminos de longitud total minima,
superficies minimales, burbujas y otras peliculas de jab6n — Courant y Robbins (1979),
Hildebrandt (1990), Diaz Diaz (2000), Rodriguez Pérez (2005) , Ferreyra y Otros (2002), Garza
Hume (2001) - nos aportan interesantes reflexiones y recorridos historicos.

De aquellos conceptos y problemas, cobran particular centralidad para la presente experiencia
los relacionados con el analisis de las formas de las burbujas — la esfera como superficie de area
minima para un volumen dado- , el problema de Steiner’ - sistemas conexos de segmentos
rectilineos de longitud total minima- o el llamado problema de Plateau® — como experimento
con peliculas de jabdn que representan soluciones empiricas de problemas de minimos.

En el trabajo del grupo y en relacidn a los ensayos en aulas, se hizo cada vez méas importante la
necesidad de pensar estos problemas que nos involucraban con la geometria y con la fisica sin
que pudiéramos dimensionar las proyecciones. EI mundo fisico, con el aporte de opciones para
seguir pensando el campo construido y conceptualizado del espacio geométrico, en el cual los
caminos y las superficies minimas son objeto de reflexion y de andlisis. Esto nos significd
entonces, la necesidad de pensar en resultados que van mas alla de los saberes experienciales y
de la verificacion empirica, que buscan sus posibilidades en la argumentacion, en la
interpelacion al mundo sensible y en la basqueda de una validez sostenida desde construcciones
mas proximas al trabajo matematico.

En el proceso, de miras a una construccion de objetos geométricos, apelamos a la ayuda de
Sistemas de Geometria Dinamica como el Geogebra ya que su entorno permite la inclusion de
muchos casos, revisados en cortos tiempos, en los que se evocan objetos y se traducen
fisicamente conceptos, situaciones, relaciones y propiedades sobre las cuales se esta focalizando
el trabajo con los estudiantes.

Recuperamos aportes de experiencias con sistemas, como el del grupo italiano Mathesis, cuyos
referentes tedricos proponen una doble dimension de los objetos geométricos, figurativa y
conceptual, en la construccion de “objetos figurales, entidades que aparecen como entidades
abstractas ideales — como cualquier concepto — y al mismo tiempo son intuitivamente
representables y manipulables como si fueran un objeto real” (Fischbein en Damiani y Otros,
2000: 63).

En todo momento la intencionalidad pedagdgica de la propuesta se reorientaba por la
posibilidad remontar del espacio fisico, experimentado y sensible, una construccion
reflexionada y argumentada para la conceptualizacion geométrica.

Esas complejas relaciones entre el espacio fisico y el espacio geométrico, ratificadas tanto en el
trabajo en el &mbito de lo empirico -jugando con las membranas de jabon-, en el intento por
llevarlo a las representaciones y esquemas mas dindmicos ayudados por la tecnologia de los
soft, como en el de los esquemas de objetos mas abstraidos, que participan de un mundo
simbolico mas cercano al trabajo en matematica, han sostenido las expectativas y marcado la
dindmica del grupo por la fuerza de una gran virtualidad. Se trata del poder anticipatorio: ese
conjunto de elementos que vamos leyendo de los objetos con los cuales interactuamos, que
comienzan a tener un sentido particular y permiten pensar como seria la situacion en tal
contexto analogo o transferido, cdmo se podria llevar a un caso de redes minimas entre mas
puntos, de relaciones y propiedades identificables en los formatos de los caminos con diferentes
disposiciones de puntos, con mas burbujas que se intersequen, de algunos de los elementos
planteados en el problema de Steiner o en el de Plateau. Anticipacion que traduce la necesidad
de una construccién conceptual generalizada, que prescinda de los experimentos y especule con
el espacio fisico representado.

2 “Tres aldeas, A, B, C, han de ser unidas por un sistema de carreteras de longitud total minima.”
(Courant, 1979:364) Determinar el sistema de caminos de longitud total minima que une a las tres
poblaciones.

* Denominacién debida al fisico belga (1801-1883), aunque su origen fuera anterior y que recupera su
trascendencia en momentos iniciales del calculo de variaciones. “En su forma mas simple consiste en
encontrar la superficie de area minima limitada por un contorno cerrado dado en el espacio” (Courant,
1979:396)



La experiencia en aula

La propuesta actual, sefialdbamos anteriormente, planteada como estudiantes y profesores
interesados por cuestiones didacticas y de divulgacién, se funda sobre las posibilidades de
trabajar algunos problemas de maximos y minimos, desde una geometria elemental, que pueda
estar presente en la ensefianza de los contextos educativos que aqui referenciamos. Para cada
caso (superficies minimas y caminos minimos) el disefio de prototipos experimentales de facil
manipulacion funciond como el contexto de habilitacion de las posibilidades mencionadas. La
idea que nos orientaba era la de intentar analizar argumentos geométricos, matematicos,
intuiciones espaciales, construidas a partir del trabajo con estas membranas jabonosas que son
las pompas y las burbujas y sus efimeras muestras aunque profundas contribuciones.

A las complejidades tecnoldgicas del disefio y construccion de dispositivos para las pompas y
burbujas, se agregan las de poder traducir en sistemas de analisis de muchos casos, de
verificacion mediante el uso de Geogebra, las posibilidades de pensar conceptualizaciones de la
Optica geométrica o la tension superficial de la fisica, entre otras.

Diferentes momentos de actividad desarrollada en las instituciones escolares puede permitirnos
expresar mas especificamente algunos alcances, intencionalidades y dificultades.

u Si se trata de reducir tensiones, la receta es hacerlo en superficies de areas minimas y en
el equilibrio de la minima energia (acerca de las formas de las pompas y de las burbujas).

Si se sumerge cualquier contorno cerrado, de alambre, en un liquido de baja tension superficial,
al extraerlo, quedard formada en ese contorno una pelicula que adopta la forma de una
superficie de &rea minima. La tendencia de la membrana es a adoptar un equilibrio estable — que
se traduce en la formacion de una superficie de area minima — que corresponde al menor valor
posible de energia potencial debida a la tension superficial.

En esta instancia, y llevando adelante uno de nuestros ensayos en clases de secundario, para
mostrar como actla la tension superficial llevando a adoptar la superficie minima, sumergimos
un aro rigido de alambre, con un hilo que forma un lazo cerrado en el interior.

(*)

Cuando se rompe la superficie jabonosa en el interior del hilo, la tension superficial de la
superficie externa hace que éste adopte una forma perfectamente circular.

Mas tarde, pedimos que se imaginaran como quedaria la pompa si sumergimos en agua
jabonosa un aro con un hilo no tenso — atado entre dos puntos de un arco de circunferencia — (
como el de la imagen puesta a continuacion) - y luego rompemos la pelicula de una de las
partes en que queda dividida.

Los protocolos nos ayudan a advertir la complejidad de los procesos de anticipacion, en que las
transferencias no son inmediatas ni esponténeas.

La mayoria de los dibujos reproducen la idea de las dos primeras imagenes: la pelicula queda
distribuida cubriendo un semicirculo y el hilo queda tensado entre los dos extremos del arco de
semicircunferencia. Pocos protocolos muestran la pelicula reducida a una superficie - la minima
posible - determinada por la curva cerrada que define el arco rigido metélico, en una parte, y en
el resto por la curva del hilo adaptandose a la estabilidad de una superficie de drea minima.
Podria considerarse el cuadro inferior izquierdo en esta imagen como un ejemplo rudimentario
de esos pocos casos.



(**)

Sumergimos en agua jabonosa el aro, pusimos en evidencia empirica lo que queriamos.

5

Ahora bien: después de trabajar con los estudiantes acerca de la tension superficial en
su efecto reductor a la superficie de area minima y luego de mostrar el aro rigido de
alambre, con un hilo que forma un lazo cerrado en el interior, como ejemplo; la mayoria de los
estudiantes no podia determinar esa &rea minima en el caso de un aro con un hilo no tenso —
atado entre dos puntos del arco de circunferencia —. Cuanto para reflexionar acerca de la
implicancias didacticas y de conceptualizaciones geométricas de lo que entendemos por
juegos de anticipacién. Todo nos alerta de manera contundente acerca de las inmediateces que
atribuimos a los procesos anticipatorios.

u Si se trata de pensar la ubicacién para construir una escuela rural entre tres pequefios
pueblos.

La idea en este caso gira alrededor del problema de Steiner de las redes de carreteras de longitud
total minima. Matematicamente, equivale a hallar un punto P para que la suma de las distancias
de PaA, aByaC, respectivamente, sea minima.

Distribuimos entre los estudiantes unos esquemas dibujados en papel de 3 y 4 puntos en un
plano. Les propusimos que dibujen cdmo se imaginaban que quedaria determinado el trazado
del camino de minima longitud total.

Algunos alumnos dibujaron a partir de considerar un punto que claramente jugaba el rol del “P
de Fermat”," desde el cual se subtienden &ngulos de 120° con respecto a los otros tres puntos,
entre los cuales determinar el camino. Otros protocolos muestran que “la intuicion” orientaba a
pensarlo como los lados que cierran el perimetro del tridngulo que tiene por vértices a esos
puntos. Otros, muy interesantes, toman 2 de los 3 lados como camino.

(**)
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Mostramos a continuacién como quedaba formada la pelicula de jabdn entre 3 puntos con esas
disposiciones en el plano.

* Problema de P. Fermat: dado un triangulo de &ngulos agudos, localicese un punto P tal que la suma de
distancias a los vértices sea lo mas pequefia posible. A tal punto se lo denomina punto de Fermat.
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Mostramos con Geogebra que, de las posibilidades propuestas, claramente, una es la de longitud
menor Yy es la que coincide con lo que determinan las pompas.

Vale sefialar que, en la primera presentacion, no fue clara la muestra de las diferencias de
camino entre tres puntos que se dispusieran como los vértices de un tridngulo acutangulo, de la
configuracion de tres puntos cuando alguno de los angulos subtendidos es mayor de 120°.

Tres inquietudes marcaban fuertemente el dialogo y el intercambio con los estudiantes. Una,
acerca de la forma del camino minimo. Otra, la mas sencilla de resolver, mostrar que es el
minimo de los propuestos (Geogebra, nuestra ayuda). Por Gltimo: qué argumentos, racionales y
matematicos, desprendidos del espacio fisico, nos permitirian pensar si es Unico, si existen
varias formas que definen la misma longitud, si es el minimo.

Sin mas intervenciones proponemos a los estudiantes que dibujen como se imaginan que
guedaran esas redes de minima longitud entonces, si consideramos cuatro puntos en un plano.
Nueva inquietud: la “visualizacion” de la situacion para tres puntos, ;€S un recurso para
anticipar como quedara con los cuatro puntos? ¢Sera suficiente? ;Permitird advertir si diferentes
posiciones relativas de los puntos determinan diferentes trazas?

A partir de eso, {cdmo pensar algunas relaciones entre suficiencia, necesariedad, precision,
anticipaciones y conceptualizaciones?

Algunos protocolos con la expresion de los estudiantes nos permiten seguir reflexionando:
mayoritariamente los dibujos sefialan el camino de minima longitud entre cuatro puntos a partir
de determinar un punto a modo de cruce de las diagonales del cuadrilatero. ¢Sera que los
saberes intuitivos orientan mayoritariamente a eso? ;Sera que es una de las posibilidades méas
escolarizadas? ;Serd que los que consideramos saberes intuitivos espaciales estan tefiidos de
concepciones que circulan en la escuela -que se construyen y se refuerzan sistematicamente-?
Otros alumnos proponen los lados que definen el perimetro del cuadrilatero que queda
determinado por esos puntos como vértices. Un estudiante, en una propuesta tan interesante
como en el caso de tres puntos, marca que tres de los cuatro lados ya vinculan esos puntos. Otro
que particularmente invita a la reflexion es el que, después de dibujar tres de los cuatro lados,
pasa corrector a su papel y sobredibuja las “diagonales”.
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En ningln caso se dibuja una solucién como la de la imagen que deposit6 en las pompas la
Unica posibilidad de ser mostrada.

= *)
Nuevamente mostramos con geogebra que, de las posibilidades presentadas, una es la de
longitud menor y es la que coincide con lo que determinan las pompas.
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Sabemos ademas que, si los puntos A; A, Az y A4 son los vértices de una poligonal simple con
angulos mayores de 120°, la red de longitud total minima estara dada por la misma poligonal,
cuestién que no alcanzamos a sistematizar con los alumnos.

Se nos hace necesario pensar nuevas estrategias que nos ayuden a seguir reflexionando.

Por otra parte, y simultdneamente, estd presente la posibilidad de ir generalizando algunas
regularidades que orienten a pensar que en esta redes de longitud minima, de ser n los puntos
considerados, existirdn por lo menos n-2 intersecciones multiples, en cada una de las cuales tres
segmentos formaran angulos de 120°.

u ¢Porqué cambiar la carpa canadiense por una carpa igla? (Superficies minimas
en otras estructuras)
Un intento mas: el de mostrar una “solucion” al problema de Plateau. Fue organizado a partir de
considerar los contornos cerrados dados por estructuras de tetraedros y cubos, entre otros, y
analizar como quedan determinados por las peliculas de jabdon los sistemas de superficies
minimas entre las aristas.

El contraste entre los dibujos de los estudiantes que, como ejercicio de anticipacion, apuestan a
las caras del tetraedro y lo ratifican desde la escritura — “para mi quedaria la pelicula de jabon en
los lados pero no adentro” (protocolo de un alumno) - con el resultado de sumergir en jabén la
estructura de varillas y ver como quedan determinadas las peliculas que ocupan superficies
minimas, nos vuelve a interpelar acerca de las relaciones entre mundos fisicos, campos
geométricos, conceptualizaciones y posibilidades de construir anticipaciones.
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= Un elemento mas para el analisis surge a partir de la consigna de dibujar dos burbujas
que se encuentran en el espacio. Los planteos acerca de si se chocan, como, si una subsume a la
otra, 0 qué pasa si son tres burbujas, se desarrollaban mientras los estudiantes venian
observando y realizando burbujas desde el inicio de esta experiencia.
Algunos protocolos ayudan a pensar que el problema planteado por Plateau, se encuentra lejos
de resultar sencillo, para la mayoria de los estudiantes en estos contextos (chicos de secundarios
céntricos en nuestra ciudad, con escolaridades previas que dan cuenta de haber promovido el
registro de regularidades, acostumbrados a participar e intervenir en la construccion de saberes,
algunos — los de 2° afio — que manifiestan haber tenido experiencias escolares anteriores
vinculadas a laboratorios, relacionados con comportamientos hidréfébicos/ hidrofilicos de
sustancias, por ejemplo, que permitirian pensar en efectos de la tension superficial, otros — los
de 1° afio — que habian trabajado en el andlisis de situaciones con isoperimétricos, como
situaciones que pudieran aportar a las Idgicas de minimizacion de recorridos y/o de areas). Con
todo, no surge como posible anticipar tan inmediatamente aln cuando podiamos tener
elementos para confiar en que los estudiantes participaban con sus marcos interpretativos
dispuestos para la comprension.

(*)°

> Todos los protocolos que figuran con (**)han sido recogidos en las experiencias con alumnos de, entre
15y 17 afios, presentadas en: 2° afio del secundario del Colegio de la UNLPam - nov de 2009- y 1°fio
Polimodal Colegio Normal — abril 2010.



Algunas consideraciones provisionales

Un elemento de reflexion que profundizé6 su importancia en la experiencia hasta aqui
desarrollada por este grupo de estudio, es que utilizando materiales accesibles pudimos
fomentar desde una propuesta exploratoria un trabajo reflexivo, que se tradujo en una
posibilidad de que los alumnos y alumnas con los que realizamos la experiencia puedan
construir sus propias ideas matematicas, acepten asumir la responsabilidad de esas
producciones, en una participacién en equipo, una instancia donde la creatividad y las actitudes
positivas hacia la innovacion parecian tener todas sus oportunidades. Todo esto queda
sintetizado en la expresion que recuperamos de Carmen Sessa (1998) que refiere a cuando una
situacion puede resultar un problema geométrico para los estudiantes. Para ello, expresa la
autora, es importante que’:

- Implique un cierto nivel de dificultad, presente un desafio, tenga algo de novedad para
los alumnos.

- Exija usar los conocimientos, pero estos no sean totalmente suficientes.

- Pararesolverlo se deban poner en juego las propiedades de los objetos geométricos.

- El problema ponga en interaccion al alumno con objetos que ya no pertenecen al
espacio fisico, sino a un espacio conceptualizado representado por las figuras — cuerpos.

- Enlaresolucion del problema, los dibujos no permitan arribar a la respuesta por simple
constatacion sensorial.

- La validacion de la respuesta dada al problema — es decir la decisién auténoma del
alumno acerca de la verdad o falsedad de la respuesta- no se establezca empiricamente,
sino que se apoye en las propiedades de los objetos geométricos; aungue en algunas
instancias exploratorias se puedan aceptar otros modos de corroborar.

- Las argumentaciones a partir de las propiedades conocidas de los cuerpos y figuras
produzcan nuevo conocimiento acerca de los mismos.

Todas estas consideraciones nos han cargado de nuevas significaciones al interior del grupo
tanto como en el trabajo con alumnos de los ambitos educativos mencionados.

Otro planteo que se sostuvo desafiante y que puede movilizar mucha intencionalidad didactica y
curricular en la formacion de profesores de matematica, es el de intentar orientar desde la
geometria que estudia el espacio real, fisico, hacia una geometria que se construye para

¢ Las fotos de los (*) han sido recuperadas de las experiencias citadas anteriormente.

! Sessa C. 1998. Acerca de la Ensefianza de la Geometria, en Matematica, Temas de su didactica. Bs. As.:
CONICET. Programa Prociencia.



conceptualizar el espacio. Unas relaciones y unas propiedades en un espacio matematizado,
como expresa Itzcovich (2004) — mas aun cuando lo hace para la escolaridad primaria - , que
gueda en esta primeras aproximaciones alertdindonos de complejidades sobre las cuales
necesitamos desarrollar mucho analisis.
Cuando el objeto de estudio puede desprenderse de lo fisico y se va conceptualizando, en una
construccion argumentativa, que trasciende la verificacién empirica, que no depende de la
precision de unas mediciones y que se queda con los rasgos identitarios de esa caracterizacion,
se lo podria referenciar como esas verdades geométricas que Grecia Galvez (1994) describe
como “anexactas, abstractas, necesarias, y sin referencia a la realidad”.
En este marco el cuestionamiento que nos interpela y nos implica en constantes planteos es el
relacionado con el poder anticipador de las construcciones geométricas, tanto las fisicas como
las teorizadas. Nosotros consideramos que anticipar es hacer una conjetura para la cual no
resulta necesario tener el objeto, ni sus medidas, ni plegar, ni doblar o tocar. Y
entendemos que las anticipaciones no son espontaneas, se apoyan en saberes y en
procesos, recorren caminos que van de lo ostensivo a lo argumental. Aun asi, esta
experiencia nos sefiala dificultades persistentes en cuanto a las posibilidades de hacer
anticipaciones por parte de los estudiantes.
Nos preguntamos entonces, esas conceptualizaciones, modelizadas, abstractas, ¢trascienden los
saberes intuitivos? ¢Se remontan a partir de ellos? Y en tal caso, ¢se modifican con las nuevas
conceptualizaciones en su potencia anticipadora? Los estudiantes con méas posibilidades de
interactuar con el objeto de estudio, ¢modificarian espontdneamente sus concepciones?
Entonces, ¢hablamos de saberes experienciales que son construcciones culturales?
Por (ltimo, unas reflexiones que queremos incorporar porque reflejan muchas de las
preocupaciones de este grupo relacionadas con las complejidades de las relaciones entre fisica y
matematica, entre mostrar y demostrar, entre los espacios fisicos y los espacios geométricos,
entre las experimentaciones y las conceptualizaciones:
“Generalmente es muy dificil, y a veces imposible, resolver explicitamente los problemas
variacionales mediante formulas o construcciones geométricas en funcion de elementos
simples ya conocidos. En lugar de ello, debemos conformarnos muchas veces con
demostrar la existencia de una solucién bajo determinadas condiciones e investigar
después sus propiedades. En multiples casos, cuando dicha demostracion de existencia
resulta ser mas o menos dificultosa, es interesante estudiar las condiciones matematicas
del problema mediante ciertos artificios fisicos o, mejor dicho, considerar el problema
matematico como una interpretacion de un fendmeno fisico. La existencia de este Gltimo
representara entonces la solucion del problema matematico. Naturalmente, esto s6lo
constituye una justificacion plausible sin llegar a ser una demostracién matematica, pues
gueda todavia una cuestién por dilucidar, a saber: si la interpretacion matemaética del
hecho fisico es adecuada en el sentido estricto, o si proporciona sélo una imagen poco
apropiada de la realidad fisica. Algunas veces tales experimentos, aunque efectuados en la
imaginacion, son convincentes incluso para los matematicos.” (Courant y Robbins, 1979:
395)
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