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Resumen

Este trabajo se basa en un problema didactico qo®$ detectado en el ambito de las
carreras de Analista en Computacion, Profesoradbicgnciatura en Ciencias de la
Computacion en el ambito de nuestra universidaiwado a la falta de integracion entre los
contenidos que se trabajan en las asignaturasaBadec matematica que se imparten en el
primer afilo de estas carreras (en particular, essiignatura Introduccion al Algebra) con
cuestiones especificas referidas a la ComputaEibabjetivo de este trabajo es mostrar una
propuesta de como relacionar dichas cuestionesiatera que los alumnos puedan, desde el
comienzo de su carrera, vincular contenidos y tenarvision mas clara de las importantes
aplicaciones gque tienen ciertos temas claves debfdgen las Ciencias de la Computacion.
Esta propuesta apunta a que los alumnos puedatrwons significado diferente de los
objetos estudiados, enriquecido con nuevas sitmasioestrechamente vinculadas a la
computaciéon, promoviendo asi una relacion difereate los saberes que les van a ser de

utilidad en su futura practica profesional.

1. Introduccion

Muchas veces, en los primeros afios de las carmder&omputacion, durante el cursado de
alguna asignatura de Matematica, muchos alumngseggintan: ¢y esto para que me sirve?
Es claro que, cuando recorren los tramos mas adlaszde la carrera comienzan a

comprender la importancia de los topicos que sevtsam en los primeros afios. Pero muchas



veces les resulta dificultoso relacionar y aplites temas trabajados en Algebra en
problematicas que surgen desde contextos compuotdeso

Creemos que una de las posibles causas de est ftaeliba en que, en el caso de nuestra
universidad, durante muchos afos, los contenido&lgiebra se han dado aislados y pocas
veces relacionados con computacion. Segin Ched42804) la fragmentacion, el encierro,
incluso la agresividad disciplinar son rasgos quraaterizan la ensefianza.

En este sentido es que, desde la asignatura letimtual Algebra, correspondiente al ler.
afo de las carreras de Analista en Computaciofestn@do y Licenciatura en Ciencias de la
Computacion, estamos trabajando conjuntamente ginafe de matematica y estudiantes
avanzados de la Licenciatura en Computacion, adirratar de contrarrestar, en parte al
menos, esta fragmentacion de contenidos y logravidaulacion de los mismos, mas
especificamente, lograr que los alumnos puedan rt@oatacto con ciertas situaciones
extraidas de contextos computacionales, en lassedllgebra juega un papel fundamental.
El objetivo de este trabajo es mostrar una propudstcOmo es posible trabajar algunos
temas fundamentales de la asignhatura Introducciéigebra para relacionarlos con
cuestiones referidas a la computacion. Para ellmog a mostrar primero como se trabajo en
este sentido con dos temas fundamentales de laaasig, como son dPrincipio de
Induccion y las relaciones de equivalenciay luego haremos una sintesis de las

vinculaciones de otros topicos estudiados en lamaay su relacion con computacion.

2. Desarrollo

Uno de los temas fundamentales que abordamosasigiaatura Introduccion al Algebra es el
conjunto de los numeros naturales, su presentasi@matica, la definicion y propiedades de
sus operaciones y relaciones fundamentales y, pacies el Principio de induccion
matematica Usualmente, en la materia, el uso de este Princie restringia a la
demostracion de propiedades en el conjunto dedaseros naturales IN. Sin embargo, los
alcances del mismo en computacién exceden esté&gsasi que, hemos planteado a nuestros
alumnos, por un lado, situaciones donde el usstepgincipio se conecta con la verificacion
y derivacion de programas y, por otro lado, hemostrado como el principio de induccién
puede ser extendido para demostrar propiedadesdesfea otros conjuntos inductivos como
arboles, expresiones, etc (induccién estructural).

Vamos a profundizar estas cuestiones:



Por una parte, el Principio de Induccién nos permé@mostrar propiedades de funciones ya
definidas recursivamente, pero también derivariumes a partir de otras ya definidas para

obtener programas que cumplan con requisitos detadms.

Veamos un ejemplo de esto:

Si tenemos una funcion definida recursivamente por:

f0)=0

f(n+1) =f(n) +2n + 1

Podemos demostrar que f satisface la propiedadt] IN : f(n) = rf., usando el Principio de

Induccion Matematica, del siguiente modo:

Caso base: f(0) Etapa inductiva: Supongamos f(n) = y demostremos que
= {definicién de f}| f(n+1) = (n+1}
0 f(n+1)
= {algebra: 0 =p = {definicion de f}
&) f(n) +2.n +1

= {hipdtesis inductiva}
w2.n+1
= {cuadrado de un binojnio

(n+1) (1)

En contextos computacionales, lo que se ha hecliarse verificacion de programas ya
que estamos comprobando que un programa dado @fimacin recursiva) satisface su
especificacion.. (Blanco- Smith- Barsotti, 2008y 4&5)
Si bien la técnica de verificacion es muy util, dague permite tener una certeza mucho
mayor de que el programa construido es correctaoblema esta en cdmo se encuentra este
programa. En realidad, lo que se quiere constgjingemas del programa, una demostracion
de que efectivamente el programa satisface dighecégacion. Veamos un ejemplo de esto:
Supongamos ahora que tenemos una funcién f qusfasatila especificacion:

OnOIN: f(n) = rf
y queremos hallar una funcion recursiva (un progamuie satisfaga la especificacion dada.

Esto lo podemos realizar de la siguiente forma:



Caso base Etapa recursiva

f(0) f(n+1)

= {especificacion o def. de f} = {especificacion o déé f}
0 (n+1)

= {algebra: 0= 0} = {cuadrado de um binonio
0 m2.n+1

= {especificacion o deé f}
f(n)+2.n+1

Por lo tanto, podemos definir a f recursivamenta@sigue:

f0)=0

f(ntl)=f(n)+2.n+1

y esta funcién satisface la propiedad requerida.

Lo que se acaba de hacer corresponde a lo quansadérivacion de programas ya que se
ha construido un programa que satisface la espacifin y la demostracién de que lo hace.
Esto ultimo podemos verlo notando que es inmediatoo recuperar la demostracion por

induccién de que la funcion satisface la propiedagierida realizada anteriormente(&h

Otro de los aspectos de la induccidon que hemosja@db es landuccion estructural, que
puede ser usada para probar propiedades sobrentmmjdefinidos inductivamente (no
precisamente IN). Este tipo de definiciones coasi&n dar para un conjunto S dos tipos de
condiciones:
- Reglas base: que afirman que algun elemento simpbtructura basica pertenece a S.
- Reglas inductivas: que afirman que un elementoptesto pertenece a S siempre que sus
partes pertenezcan a S. Permite construir un eteragoartir de elementos ya construidos.
En computacion existen varias estructuras defindba®sta forma, acerca de las cuales se
necesitan probar ciertas propiedades. kapresionesy los arboles son dos ejemplos
importantes de este tipo de estructuras. Cuandtelse un conjunto inductivo se pueden
probar propiedades en estos conjuntos utilizanddlaehado Principio de Induccion
Estructural :

SeaSun conjunto inductivo y sdauna propiedad sobre los elementoSde

Si se cumple que:



1. Caso Basepara cada elemenknS, tal quex es una estructura basica, entorfeesd es

verdadero; y
2. Caso Inductivopara cada elementalS construido por una regla inductiva utilizando
los elementoy,,Ys,....Y,, - SiP(y1),P(y,),...,P(y,) son verdaderos entonde&) lo es,
entonces: P(x) se cumple para todos 18sS

Por ejemplo, el conjunto de los arboles es un caajinductivo, ya que se puede definir del

siguiente modo:

1. Regla base: Un solo nodo es un arbol, y ese esthoraiz del arbol.

2. Regla inductiva: SIy,T,,...,T, son arboles, entonces se puede formar un nuesbdela
siguiente forma:

* Se crea un nuevo nodl el cual seré la raiz del arbol.

» Se agrega una arista desde el nddmsta las raices de cada uno de los argl&s,...,T,.

Ty T Tk

Dada la definicién inductiva de arbol, se quierebar, por induccion estructural, que todo
arbol tiene un nodo mas que la cantidad de ariE®slecir, se quiere probar que para todo
arbol, se cumple la siguiente propiedad:

P(T): Si T es un &rbol, y T tiene n nodos y a arias, entonces n=a+1.
1.Caso Base P(N), dondeN es un nodo. En este caso el arbol tienen un solo f=1) y
ninguna aristag=0). Luego,n=a+1se cumple (1=0+1).
2. Caso InductivoSeaT un arbol construido inductivamente, con un nodp kay k arboles

T1,To...,T, ~ Suponemos que vaRT,),P(T,),...,.P(T,) (hipotesis inductiva) y tenemos que
demostrar que valg(T) (tesis inductiva).

En general P(T;) nos dice que el arbdl tiene un nodo mas que la cantidad de aristas, es
decir, que Ttiene =g+ 1 nodos.

Pero, por definicion inductiva de T, sabemos quife un nodo raikl y todos los nodos de

los arbolesT; (i=1,...K), 0 sea que tiene 1y + n,+...+n, nodos.



También sabemos que T tiene k aristas que se agregaplicitamente en la definicion

inductiva, mas las aristas de los arbolegi¥1,...K), 0 sea que tienk + a; + ay+...+a,

aristas.

Tenemos que probar que v&l€l), o sea qud tiene un nodo méas que la cantidad de aristas,
es decir, tenemos que probar: fip+ not...+ng = (k+ag +ax+...+ay) + 1

Pero: 1 nq +no+...+n
= {por hipétesis inductiva}
1+ +1)+ @+ 1)+...+a+ 1)
= {por propiedad asociativa y conmutativa de la aen IN}

l+ag+ap+ag+1+1+...+1

= {sumamos k veces el numero 1}

l+a+a, +...+ta +k

= {por propiedad asociativa y conmutativa de la awen IN}

k+a;+a, +...+g +1

Luego, hemos demostrado poduccion estructural que todo arbol tiene un nodo mas que

la cantidad de aristas.

Otro de los temas fundamentales abordados en Wnadsra son lagelaciones de
equivalencia.En este trabajo queremos mostrar, en particuter,de las aplicaciones de las
relaciones de equivalencias en computacion queajé con los alumnos de Introduccién al
Algebra: las llamadas “Pruebas de software”.

La prueba de software consiste en determinar cqmoan los componentes de un sistema en
situaciones representativas y verificar si su cataptiento es el esperado, es el proceso de
ejecucion de un programa con la intencion de descllgun error. Como no es posible hacer
una prueba exhaustiva, se realizan pruebas dedasd&n tipo especial de prueba es la
prueba de clases de equivalencia El aspecto inmpertie las clases de equivalenesaque
forman una particiddel conjunto. Esto tiene dos implicaciones impddarmara la prueba de
programas: el hecho de que se representa el corgatgro provee una forma de completitud,
y el hecho de tener conjuntos disjuntos ayudatarea redundancia. La idea deplaueba de
clases de equivalencias identificar los casos de prueba usando un Emeede de cada
clase. Si las clases se eligen sabiamente, esteeempliamente la redundancia entre los



casos de prueba. Por ejemplo, dado el problemat@endnar si un triangulo es equilatero,
isésceles o escaleno, seguro se tiene un casoudbappara verificar si un triAngulo es
equilatero, ya que se puede elegir como entradayracaso de prueba la tupla (5, 5, 5), por
ejemplo. Si se elige este caso, no se esperadgadgrmucho de un caso de prueba como (6,
6, 6) o (10, 10, 10). Estos casos se tratariaradaisma forma que el primero, y asi son
redundantes.

La funcidnnextdate por ejemplo, ilustra muy bien la eleccién de lacen de equivalencia
subyacente. Esta es una funcién de tres variatilganesy afio, que dada una fecha retorna
la fecha del dia siguiente. El domino de entradeiste de los conjuntd3, M y A, definidos
sobre los siguientes rangos:

D = {dia: 1< dia< 31} M ={mes: X mes<12}; A = {afio: 181X afo< 2012}

Dado un programa que implementa la funcidextdate, pra verificar que funciona
correctamente, se pueden realizar distintos casgsueba. Se puede particionar el dominio

en las siguientes clases de equivalencia:

D ={dia: 1< dia< 31} o {dia: dia <1} o {dia: dia > 31}
M ={mes: 1< mes< 12} o {mes: mes < 1}o {mes: mes > 12}
A = {afo: 1812< afio< 2012} o {afio: aflo < 1812y {afio: aflo > 2012}

Estas clases determinaran ciertos casos de prBeba.si se elige mas cuidadosamente la
relacion de equivalencia, las clases serian mdssitbe podrian mejorar estas clases,
concentrdndose en un tratamiento mas especificda Daa fecha... (Cémo se calcula la
siguiente fecha?. Si no es el ultimo dia del mesyuhcion simplemente incrementa el valor
del dia. Al final del mes, el siguiente dia esdl ynes se incrementa. Al final del afio, el diay
el mes se setean en 1, y el aflo se incrementdm@niz, el problema de los afos bisiestos
hace que sea interesante determinar el ultimo eliandmes. Con todo esto en mente, se

pueden construir las siguientes clases de equisiaten
:[D]_ g Dz O D3 g D4
M= M]_ O Mz O M3

:AA]_DAzElAg



D;-{dia: 1 < dia< 28} M;={mes: mes tiene 30 diag}A;={afio: afio = 1900}

D,{dia: dia = 29} M,={mes: mes tiene 31 dias}A,={afo: 1812< afio< 2012
AN afno=0 mod 4}

As={afo: 1812< afio< 2012
AN afo# 0 mod 4}

Ds{dia: dia = 30} Ms={mes: mes es Febrero}
Ds-{dia: dia = 31}

Esto no es un conjunto perfecto de clases de dguoiia, pero su uso servira para revelar
errores potenciales. La clave en la prueba de<lde equivalencias la eleccion de la
relacion de equivalencia que determina las clddemtras mejores sea las clases, mejor van

a ser los casos de prueba que sirvan para deteciegs en los programas.

Si bien en este trabajo hemos profundizado en dosuls importantes entre algebra y
computacién, debemos destacar que en la asigrtsuoras tratado de relacionar otros temas
basicos con cuestiones especificas de Computdidrejemplo:

- Lasrelaciones n-arias en general, cumplen un rol muy importante en BesBatos. Para
representar la informacion en una Base de Datosils=a un modelo relacional, que consiste
en una coleccion de tablas (relaciones n-arias) rgaresentar los datos y las relaciones entre
esos datos. En este sentido, en la asignaturalasgegron situaciones donde intervenian
relaciones n-arias definidas sobre conjuntos coferafites tipos de objetos (no
necesariamente numeros) y tgeeraciones entre dichas relaciones

- Lasrelaciones de ordertienen importancia en diversas areas de computgegirejemplo,

en los tipos abstractos de datos, cuando se reeadsinir un orden entre los elementos:
arboles binarios de busqueda, diccionarios, etambién en Ingenieria de Software, en lo
que tiene gque ver con la planificacion temporapdg/ectos. El método PERT, por ejemplo,
es basicamente un método para analizar las tangabigradas en completar un proyecto
dado, especialmente el tiempo para completar cads,te identificar el tiempo minimo
necesario para completar el proyecto total. En estatido, es que hemos planteado
situaciones que involucran relaciones de ordemuiefs sobre conjuntos de tareas que se

requieren para completar un determinado proyecto

- La clausura transitiva de una relacion tiene muchas aplicaciones pré&ctiea

Computacion, ya que se utiliza para calcular largabilidad en un grafo. Es por esto que se



hizo especial hincapié en este tema en Algebratgdado diferentes tipos de situaciones
donde surgia la necesidad de determinar la clausamgitiva de una relacion dada y su

visualizacion a través del grafo correspondierteraisma.

- La coordinabilidad de conjuntos se utiliza en la Teoria de Computabilidad. En este
sentido, se analiz6 el hecho de que existen inBnproblemas a resolver e infinitos

programas que implementan una solucion. Como, aglg@blemas| = |IR| y |[Programas| =
|IN| y se sabe que |IR| es mayor que |IN| entoseesimple que |Problemas| es mayor que
|Programas|. Esto quiere decir que hay mas problegom programas, y por lo tanto, existen
problemas que no se pueden resolver algoritmicangrdu solucion no se puede encontrar

autométicamente por medio de una computadora.

- En la asignatura también se aborda en profundétiadtudio detonjunto de los nimeros
enteros Z y en particular laelacion de divisibilidad. Respecto de este tema hemos hecho
hincapié en la importancia de esta relacion y deifenalidad” en lo referido a la seguridad
informatica, mas precisamente en la criptograféderente a la transmision de mensajes
codificados para no poder ser descifrados por emoagl sistema. La idea fundamental es que
los algoritmos que se conocen para saber si unnoleseo no primo precisan demasiado
tiempo, lo cual parece indicar que si se envia amero primo (0 compuesto) lo
suficientemente grande, un posible receptor inadlesdal mensaje no va a ser capaz de saber
si el nUmero es primo o extraer sus factores. Tambe ha trabajadta relacion de
congruencialigada a la idea de que en computacion muchasyaocese puede trabajar con
nameros grandes y en su defecto se trabajaeftl@se de congruencia médulo 2) y se

realizan las operaciones en este conjunto, en tiegalizarlas en Z.
3. Conclusiones

A través de este trabajo hemos querido mostrar cesnposible abordar ciertos temas de

Algebra en estrecha relacion con situaciones elasade contextos computacionales.

Si bien somos conscientes de que son muchas lasxiooes entre el &lgebra y la
computacién y que, en realidad, desde el puntasde #idactico, lo éptimo seria trabajar de
una manera co-disciplinar en la que el abordajdederminadas situaciones requieran de la
necesidad del aporte de las distintas disciplirsaa pu estudio, creemos haber avanzado un
paso respecto de afios anteriores. Es claro que paséle realizar una evaluacion inmediata
de nuestra propuesta, porque las consecuenciagalmanera de abordar los contenidos sélo



pueden medirse a largo plazo y de una maneraatizdit Sin embargo estamos convencidos
de que es positivo realizar esta vinculacion entmetenidos, ya que permite al alumno

construir un significado diferente de los objetogolucrados, dado que se incluyen nuevos
sistemas de practicas, con nuevas situacionesclesinente ligadas a las ciencias de la
computacién, acompafadas de un lenguaje diferenddganos casos. Pero también sabemos
gue es necesario seguir trabajando en este setatido,desde la asignatura que nos compete:
Introduccion al Algebra, como desde las asignatueapecificas de las carreras de

Computacion, a fin de que el alumno logre una r@hadiferente con el saber.
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