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Resumen

La investigacion que encuadra este trabajo tuvo por objetivo la deteccion de las dificultades y
errores en la resolucion de problemas bayesianos, bajo el marco teérico y metodologico del
Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instruccion Matemadtica. Para ello, se
analizaron las producciones escritas de 50 estudiantes que cursan la asignatura Estadistica en
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata. Sobre la base de los
errores cometidos al razonar sobre la probabilidad condicional, se disefio y aplicé una nueva
estrategia didactica durante el proceso de instruccion, que pretende contribuir a la
construccion del significado de la formula del Teorema de Bayes. De esta forma, se favorece
la habilidad de efectuar transformaciones entre representaciones realizadas en distintos
registros, en particular, del coloquial al simbdlico. Los alumnos que evidenciaron el uso de
estas transformaciones, mostraron menores dificultades en sus resoluciones al establecer
correctamente las funciones semidticas entre los datos de estos problemas con los sucesos

involucrados y sus probabilidades asociadas.

Introduccion

Las dificultades que se generan en los procesos de ensefianza y de aprendizaje del concepto de
la probabilidad condicional han sido abordadas por diversos autores. Entre los méas relevantes
se destacan Pollatesk y cols. (1987), que analizan las causas que pueden influir en la
comprension de los problemas de probabilidad condicional. Estas causas incluyen Ia
presentacion de los enunciados y el contexto de los problemas, basados o no en el
conocimiento de los alumnos sobre situaciones reales.

En un estudio exploratorio sobre las dificultades en la resolucion de problemas que involucran

el Teorema de Bayes, Diaz y De la Fuente (2007), compararon el desempefio de estudiantes



de Psicologia en esta tarea, destacando los errores que cometen. Ordenados de mayor a menor
frecuencia, detectaron: no identificacién o identificacion incorrecta de los datos, confusion
entre probabilidad simple y condicional, error en la particion del espacio muestral,
construccion incorrecta de diagramas de arbol, error en la aplicacion de la Formula de Bayes,
fallas en el razonamiento proporcional y en las operaciones con fracciones, confusion entre
probabilidad condicional y probabilidad conjunta, falacia de la tasa base (tendencia a ignorar
la informacion que describe a la mayor parte de las personas), confusion de un evento con su
complemento, confusién de una probabilidad condicional con su inversa; esto es, confundir
P(A/B) con P(B/A) y error en el calculo de la probabilidad total. Luego de estudiar los
problemas que involucran el Teorema de Bayes, estos autores concluyen que son de alta
complejidad para los estudiantes y que “la estadistica debiera ensefiarse en conjuncion con
material sobre estrategias intuitivas y errores inferenciales de razonamiento” (Diaz y De La
Fuente, 2007, p. 281). Actualmente, el trabajo de Batanero, Contreras y Diaz (2012) analiza
algunas dificultades que surgen al razonar sobre la probabilidad condicional. Su comprension
preocupa a estos autores que muestran estos errores no solo en estudiantes de Psicologia, sino
también en futuros profesores de matematica.

Al considerar estos errores en esta investigacion, se pretende lograr una mejor comprension
del objeto matematico en cuestion, y sabiendo que las representaciones condicionan las
practicas matematicas que conforman el significado de los objetos involucrados, es
fundamental que el alumno pueda interpretar y articular dichas representaciones (Font,
Godino y D’Amore, 2007). De ahi que uno de los objetivos que se persigue al investigar
como ensefar probabilidad condicional, sea explorar los significados que los alumnos tienen
construidos en relacion al uso de sus representaciones. El trabajo de Aznar, Distéfano, Prieto
y Moler (2010) presenta un analisis sobre la conversion entre representaciones que, si bien
son efectuadas para nimeros complejos, concluye que es necesario abordar sistematicamente
esta tarea de conversion para favorecer la coordinaciéon entre diferentes registros y la
conceptualizacion del objeto matematico en estudio, que, para este caso, es la probabilidad
condicional.

En esta estrategia didactica se propone una secuencia de procedimientos que pretende
contribuir a la construccion del significado de la férmula del Teorema de Bayes.

Para ello, se procura favorecer la habilidad de efectuar transformaciones entre
representaciones realizadas en distintos registros, a través de la construccion de significados

entre los datos del problema y la identificacion de los sucesos involucrados.



Marco Tedrico

El marco tedrico y metodologico utilizado es el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (EOS), desarrollado por Godino, Batanero y Font (2009).

En este marco, una prdctica matemdtica se define como cualquier accion, expresion o
manifestacion realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar la
solucion obtenida a otras personas, validar y generalizar esa solucidon a otros contextos
(Godino, Batanero y Font, 2009).

A partir del concepto de practica matematica, surge la nocioén de significado, definido como
“el sistema de practicas operativas y discursivas para resolver un cierto tipo de problemas”
(Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007, p.7). En los casos en que el significado se
atribuye a un individuo, se considera un significado personal, mientras que, si el significado
es compartido por un grupo de individuos en el seno de una institucion, se lo considera un
significado institucional. En este contexto, el aprendizaje es entendido como la apropiacion
de los significados institucionales por parte del estudiante, a través de su participacion en las
comunidades de practicas (Godino et al, 2007; Godino, Batanero y Font, 2009). Dado que
puede no existir concordancia entre los significados otorgados por los distintos actores que
intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje, se generan discrepancias que dan
lugar a lo que bajo este enfoque se denomina conflicto semiotico. Un conflicto semidtico es
cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (personas o instituciones).

Se definen seis entidades primarias u objetos matematicos que se vinculan entre si: las
situaciones-problemas son el origen y motivacion de la actividad matematica, el lenguaje
actua como soporte para representar a las restantes entidades y sirve de instrumento para la
accion, los argumentos justifican los procedimientos y las proposiciones que, conjuntamente
con las definiciones, resuelven las situaciones-problemas. Estas relaciones entre los objetos
primarios determinan las configuraciones, definidas por Godino, Batanero y Font (2009)
como “las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las
relaciones que se establecen entre los mismos” (p. 8). En los casos en que estas redes se
refieren a acciones representativas de la institucion y acordes a ella, se denominan
configuraciones epistémicas. Paralelamente, las configuraciones cognitivas, son aquellas que
describen los sistemas de practicas personales (Godino, Batanero y Font, 2009). Tanto los
sistemas de practicas como las configuraciones (epistémicas y cognitivas) se proponen como
herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble version,

institucional y personal (Godino y Batanero, 1994).



Todos los elementos que conforman las configuraciones pueden ejercer el rol de expresion o
contenido de funciones semioticas.

Una funcion semidtica es el proceso mediante el cual un sujeto crea un significado vinculando
una expresion con un contenido. Esta funcion es establecida por un sujeto (persona o
institucion) de acuerdo con un cierto criterio o regla de correspondencia. De esta manera, la
funcion semidtica destaca el caracter esencialmente relacional de la actividad matematica y
sirve para explicar algunas dificultades y errores de los alumnos, dado que los conflictos que
les causan equivocaciones no resultan de su falta de conocimientos, sino que son producto de
no haber relacionado adecuadamente los dos términos de una funcion semidtica (Godino,

Batanero y Font, 2009).

Metodologia

Se llevd a cabo una investigacion de naturaleza descriptiva y explicativa, en el sentido que se
recolect6 y analizé informacion que pudiera explicar las dificultades y errores cometidos en la
resolucion de problemas referidos al Teorema de Bayes. Dicha informacion se extrajo de las
resoluciones escritas realizadas por 50 estudiantes de la asignatura Estadistica, de la Facultad
de Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata.

Las actividades consistieron en aplicar una metodologia de resolucion de problemas
bayesianos, como se muestra en la Tabla 1.

Tablal. Metodologia de resolucion de problemas bayesianos.

1) La deteccion, en el problema, del suceso condicionante o principal “A”.

2) La identificacion de los sucesos simples cuyas probabilidades suman uno.

3) La identificacion de la probabilidad condicional pedida.

4) La identificacion de las otras probabilidades condicionales en el problema.

5) La representacion grafica del suceso condicionante A.

6) La representacion simbolica del suceso A como unidn de sucesos mutuamente excluyentes

7) El célculo de la probabilidad total del suceso principal.

8) La aplicacion de la formula del teorema de Bayes al reemplazar la probabilidad pedida con

el calculo previo de la probabilidad total.

Obtencion de la informacion
La obtencion de la informacion respecto de las actuaciones de los alumnos para la
construccion de los significados establecidos por las funciones semidticas, se aplico en dos

momentos: el primero, antes del comienzo de la ensefianza de la metodologia de resolucion de




estos problemas, con una evaluacion diagnoéstica, proponiendo a los alumnos resolver un
problema bayesiano.

Luego, durante la puesta en comun, se analiz6 lo interpretado por los alumnos en el problema
y se procurd resolver los conflictos de significados producidos por las dificultades y por los
errores que iban surgiendo en cada uno de los pasos al aplicar esta metodologia de resolucion.
En esta primera etapa del estudio, se realizd una configuracion epistémica del problema
bayesiano propuesto a los alumnos, para poner de manifiesto la metodologia de resolucion y
el modo en que se articulan los objetos primarios involucrados en la actividad matematica
propuesta. Posteriormente, se construyeron y analizaron las configuraciones cognitivas de la
evaluacion diagnostica, utilizando como base, la configuracion epistémica realizada.

Las producciones de los alumnos se registraron en un protocolo donde se compararon ambos
tipos de configuraciones. En ¢él se identificaron las dificultades y errores que los estudiantes
cometieron en sus resoluciones. Asimismo, se registro el establecimiento de las funciones
semidticas identificadas en la configuracion epistémica, expresadas en términos de las
actuaciones de los alumnos, con el siguiente criterio: 1 (funcion semiotica establecida
correctamente), 0.5 (establecida en forma parcialmente correcta), 0 (incorrecta y/6 no
respondio).

La obtencion de la informacion, en el segundo momento, se efectud en base a las resoluciones
de los alumnos en la primera evaluacion parcial de la asignatura, donde se propuso la
resolucion de otro problema bayesiano. La asignacion de puntaje en las dos instancias,
permitio determinar cuales fueron las dificultades mas notorias y la comprension alcanzada en
torno a los objetos matematicos involucrados que presentaron los alumnos, antes de la

implementacion de esta propuesta y en la instancia evaluativa posterior.

Funciones semioticas asociadas a los errores mas frecuentes en la resolucion de
problemas bayesianos.

El conjunto de funciones semioticas del proceso de instruccion fue seleccionado sobre la base
del analisis de los errores mas frecuentes de los alumnos al resolver ese tipo de problemas.

En la Tabla 2 se muestra la relacion de las funciones semidticas asociadas a los errores mas

frecuentes en la resolucion de problemas bayesianos.



Tabla 2. Funciones semioticas asociadas a los errores mas frecuentes en la resolucion de

problemas bayesianos.
Confusién | Confusion de | Confusion de
de P(A/B) P(A/B)
P(B/A) Con con

con P(B))
P(A/B;) B (A nB )

Error en la
aplicacion
de la
formula del
T. de
Bayes

Error en la
aplicacion
de la
Formula de
la P.Total

Errores
enla
particion
de S

F, Asigna la correspondencia
entre los datos del problema con X
la identificacion del suceso
condicionante A

F, Establece la identificacion
de los sucesos que forman una
particion del espacio muestral S,
los sucesos Bi

F; Establece la identificacion
entre los datos del problema y la X
probabilidad condicional
pedida.

F, Asigna la correspondencia
entre las probabilidades
condicionales dadas en el X X
problema con las
probabilidades  condicionales
en forma simbolica.

Fs; Asigna un grafico con los
sucesos que forman una
particion del espacio muestral y
el suceso A

F¢ Asigna al suceso A la
unién de sucesos mutuamente X X
excluyentes.

F; Establece el valor numérico
resultante del calculo de la X
probabilidad Total

Fg Establece el valor numérico
resultante del calculo de la X X
formula del Teorema de Bayes.

Resultados Obtenidos

En la Tabla 3, se detalla el registro de las funciones semioticas de las configuraciones
cognitivas de los alumnos establecidas al comienzo del proceso de instruccion y después de
dicho proceso.

Tabla 3. Protocolo de registro de las funciones semioticas de las configuraciones cognitivas

de los alumnos en el momento inicial y final de la estrategia didactica implementada.

tuacion de los alumnos Correctas Incorrectas/
Momento No
del proceso | Totalmente parcialmente Respondié
de
Funciones semioticas instruccion
F1 comienzo 23 2 25
después 40 6 4
F2 comienzo 40 5 5
después 48 0 2




F3 comienzo 20 3 27
después 47 0 3

F4 Comienzo 9 6 35
después 35 9 6

F5 comienzo 14 3 33
después 27 0 23

F6 comienzo 0 0 50

después 10 2 38

F7 comienzo 8 9 33
después 36 10 4

F8 comienzo 14 6 30
después 36 10 4

Si se observa en cada una de las actuaciones de los alumnos, sus respuestas al comienzo de la

estrategia didactica implementada y después de la misma, se destacan los siguientes

resultados:

Fi, que se refiere a una correspondencia semidtica lingiiistica entre el dato que da el
problema con el suceso que ocurrid, es establecida correctamente por el 46% de los
alumnos al comienzo del proceso de instruccion. Luego ese porcentaje fue ampliado al
80% de los mismos.

F3, que establece la identificacion entre los datos del problema y la probabilidad
condicional pedida, luego de la estrategia didactica, fue establecida correctamente por casi
la totalidad de los alumnos.

Con F4, la identificacion correcta de los sucesos condicionantes y condicionados permitio
aumentar el porcentaje del 18% al 70%.

Fs, que apunta a una correspondencia semidtica lingiiistica entre todos los sucesos
intervinientes y su representacion grafica, no fue considerada al comienzo de la
instruccion por ningun alumno. Al finalizar el proceso, la aplicé correctamente el 20 % de
los estudiantes.

En cuanto a Fg que asigna al suceso que ocurri6 la union de sucesos mutuamente
excluyentes, ningun estudiante la establece al comienzo de la instruccion, y al finalizar el
proceso, el 20% de los estudiantes la aplican correctamente.

Al comienzo del proceso de instruccion, el 66 % de los estudiantes no establecieron
correctamente la funcion semiotica F;, es decir, no aplicaron correctamente la formula de
la probabilidad total y al finalizar el proceso, s6lo un 8 % no lo hizo. Porcentajes muy
similares se presentaron con la funcion semiotica Fs.

Hubo un mayor ntimero de alumnos que establecieron correctamente mas funciones
semiodticas en la segunda instancia de evaluacién, aumentando la frecuencia de los
puntajes mas altos, (puntajes entendidos como el niimero de funciones semioticas



establecidas en forma correcta y parcialmente correcta), como se muestra en la Figura 1.

Frecuencia
Frecuencia

0o 20 40 &0 BO oo 20 40 B0 80

Puntaje al comienzo de la Puntaje después de la
estrategia didactica estrategla didactica

Figura 1. Niimero de funciones semidticas correcta y parcialmente establecidas obtenido por los alumnos
al inicio y al final del proceso de instruccion.

Conclusiones

En este trabajo se ha efectuado un analisis ontosemidtico sobre las producciones escritas de
estudiantes de Ingenieria después de implementar un proceso de instruccion para la resolucion
de problemas bayesianos. Dicho proceso fue disefiado sobre la base de los errores mas
frecuentes cometidos por los alumnos sobre el significado de la probabilidad condicional,
detectados en numerosos trabajos de investigacion sobre el tema. El establecimiento correcto
por parte de los alumnos, de las funciones semidticas detalladas en esta investigacion, reduce
la frecuencia con la que se presentan los errores detectados en la resolucion de estos
problemas.

Se concluye que el establecimiento correcto de las primeras cuatro funciones semiodticas, es
un procedimiento que conduce necesariamente a la resolucion de este tipo de problemas.

La asignacion correcta de las funciones semidticas Fs y Fg que asignan significado a las
formulas de la probabilidad total y del teorema de Bayes para su argumentacion, no resultd
necesaria para la resolucion de los problemas. Pero si lo fueron para disminuir la frecuencia
de los errores en la aplicacion de las formulas de la probabilidad Total y del Teorema de
Bayes.

Con respecto a la cantidad total de funciones semioticas establecidas correctamente por los
alumnos, hubo un mayor nimero de respuestas correctas en la segunda instancia evaluada, lo
que permite concluir que al finalizar el proceso de instruccidon, disminuy6 la frecuencia de
cada uno de los errores mencionados, y se obtuvo un mayor numero de alumnos que
resolvieron correctamente el problema bayesiano evaluado.

El aprendizaje efectivamente constatado por la metodologia de resolucion utilizada, permite



concluir el valor que tiene una herramienta como es la configuracion epistémica que plantea
el EOS y las funciones semioticas establecidas, que han hecho posible la determinacion de los
principales factores que contribuyen a la resolucion de problemas bayesianos, proporcionando
no solo una metodologia de resolucion sino también un aporte en la construccion del

significado de la formula del Teorema de Bayes.
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