Usando geometria proyectiva para corregir una
camara. Parte II
No hay nada particularmente profundo en este problema o en su solucion, pero

espero que muestre el placer que se puede encontrar cuando usamos nuestra
intuicion matemadtica.

David Austin'
Coordenadas Baricéntricas.

Blinn también describe un segundo método para resolver este problema. Este nuevo
método fue propuesto por Kirk Olynyk, uno de sus colegas en Microsoft Research,
y usa coordenadas baricéntricas para simplificar las cuentas. Primero describiremos
brevemente las coordenadas baricéntricas y luego presentaremos el método de
Olynyk.

Si tenemos tres puntos no colineales en el plano, digamos p,,p,, ¥ p,,podemos

representar de manera Uinica cualquier punto p en el plano de la siguiente forma

P=T Py + 7, P, +7T,P,,

con la condicion adicional de que 7, + 7, + 7, = 1. Esto se puede ver facilmente si

uno de los puntos p, es el origen. El caso mas general se obtiene aplicando una

traslacion uniforme a los cuatro puntos.

! Impreso con autorizacion del autor.
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Si pudiésemos aplicar esto a un punto en nuestro espacio de llegada, tendriamos que

Tty + Tt + 7,1, =t

Upg Ty 1
[To T1 T2ljut vy 1l=[ v 1],
Uz V=2 1

y de manera similar para un punto en el espacio de salida:
0,8, +0,8, +0,5,=8§.

Consideremos el efecto de nuestra transformacion Mst sobre las coordenadas bari-
céntricas.

Wt = SMst
uo 170 1 xO yﬂ 1
wlto Tt T2]|lyy vy 1|=[00 01 G]|x; ¥y1 1|Mst
u2 1?2 1 xz y2 1
ug vy 1
wto wty wix|lu; »n 1=
u, v, 1

Wollp Woly W,
(6o 07 03] Wity Wity Wy
Woll;  Wplh Wy



U vy 1
[WTG W1y WTQ] Uy 1 1=

u, v, 1
U vy 1
[WOUO Wy 0y WZJQ] u n 1
u, v, 1

lo que nos muestra que
[W70W71W72 ]: [Woo-o Wo, W,o, ]

Luego el efecto de la transformacion Mst en las coordenadas baricéntricas es sim-

plemente una multiplicacion: Wz, = W o, . Una vez que logremos determinar las
constantes W ,W, y W,, podremos encontrar W usando la condicion

T, +7,+7, =1

La pregunta es ahora como determinar W,,W, y W,. Recordemos que tenemos
cuatro pares de puntos S,y ¢, y que S; Mst= ¢,. Si escribimos las

coordenadas baricéntricas para S como [0'6 0'T 0'5] y las de ¢t como

[1'6 ‘L’T 1'5] , tenemos, salvo por un reescalamiento,

W.=t. /o,

Dicho de otro modo, en las coordenadas baricéntricas, la Mst es simplemente una

matriz diagonal
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— 0 0
g
wlto T T2]:[00 g o]l0 X 0
oy
0 0 6—2
2

donde 7. y o son las coordenadas baricéntricas de S, y 7,, respectivamente.

Esta es una expresion muy sencilla para Mst . Sin embargo es necesario un trabajo

adicional para encontrar las coordenadas baricéntricas S usando

xo yo 17
[0 01 G2]|x1 y1 1|=[x ¥y 1]
x2 y2 1l

0 yo 17170
[G—O a0q 0—2] = [x y 1] X1l yi 1
x2 y2 1

y después recuperando el punto del conjunto de llegada ¢ de sus coordenadas bari-

céntricas.

Resumiendo, la transformacién S.t se construye de la siguiente manera:

1. Buscando las coordenadas baricéntricas de S .

-~
2. caleulando W T;=(—2) o,
a1
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3. normalizando las coordenadas de tal forma que 7, +7, +7, =1,

4. yrecuperando ¢ de sus coordenadas baricéntricas.

El método de Olynyk es similar en espiritu al de Heckbert, ya que ambos hacen un
paso intermedio en el camino de encontrar la transformacion Mst . Heckbert
descompone Mst en dos transformaciones pasando por un conjunto estindar de
puntos, los vértices del cuadrado unidad. El de Olynyk descompone Mst pero antes
pasa a las coordenadas baricéntricas, las cuales son individualmente escaladas.

La mejora final de Blinn

Blinn encontré un tercer método basado en el trabajo de Heckbert y en el de
Olynyk, que se caracteriza por una simplicidad asombrosa. Seguiremos la idea de

Heckbert de factorizar Mst a través de puntos intermedios b,. En lugar de usar el

cuadrado unidad, elegiremos nimeros en el plano proyectivo que tengan como coor-
denadas la mayor cantidad posible de ceros:

by-[1 0 0]

b-[010]

b,-[0 0 1]
by-[1 1 1]

Observemos que dos de estos puntos estan en infinito, pero no es algo objetable. Para
describir la transformacion Mbt, notemos que

b, Mbt,= t, = [WiUi WlVl W.] . Considerando los tres primeros puntos

b,,b,,y b, tenemos que
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10 0 Wolly Wolg Wg
|O 1 O‘ Mbt: = | Wy Wy Ty Wy |
0 0 1 Wolly, WyVs W;

Luego la transformacion Mbt :

Mbt =

Wolly Woly Wy wo 0 O7que vg 1
willy, wiy Wyo|=|0 w, 0|y v 1]
Woll, Wl W, 0 0 willy, v, 1

Todo lo que necesitamos ahora es encontrar W,,W, y W, , y lo podemos hacer

usando el cuarto punto:

b,Mbt =t,
we 0 07y v, 1

[t 1 1]|0 wy O‘ U, v, 1| =[wsuz wiv; ws]
0 0 wyllu, v, 1

uy, v 1777
Wo w1 Wal-ws[u; v; 1]|u, v 1
u, v, 1

Vemos aqui una clara relacion con el método de Olynyk: W, , W, W, no son nada

més que las coordenadas baricéntricas de ¢, multiplicadas por W,
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[Wo wy Wz]:w3 [Ty, T; 751

Como Mbt esta definida salvo por una constante multiplicativa, podemos elegir

W, de modo arbitrario. Si lo tomamos

Uy Ty 1
W3 = det Uy M 1)
Uy Vo 1

entonces

Uy, v, 1717
Wo w1 Wo]-[u; vy 1]|yyy v, 1

U, Va2 1

Usando los datos del espacio de llegada , definimos la matriz

Ug TVp 1
T= Uy 1M 1 E
Uz 175 1

de tal modo que

Wo w1  Wwal=[us v; 1]T*

Por supuesto, todavia nos falta encontrar Msb de manera analoga:
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Zgy 0 0
Mbs = [0 2z, 0|S,
0 0 Z3

donde
[Zo Z1 Z2]=[x3 ys; 1]§*

y S es la matriz formada por los datos del espacio de llegada:

Xo Vo 1
S=lx; y , 1.
X ¥, 1
Poniendo todo junto, tenemos que
Mst = MsbMbt
= Mbs" Mbt
z, 0 O01'pw, O O
Slo Z 0‘[0 w, 0]|T"
0 0 =z 0 0 wy
WpZ1Z5 0 0
S| 0 ZQW 23 0 |T~
0 0 ZoZ W,
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Para coronar esto, Blinn nos da una interpretacion geométrica simple paralos W, y

Z.. Recordemos que

Ug
Wo Wi Wo=[uy, vy 1]|w
U
Uy =1, UV — Vg
=us; vy 1]| U~y Uy — U
UV — UV UpVp — Upl

por lo cual

vy 177
7, 1
vy, 1

wo = (U, —uz)( v, — vz) — (U — us)(vy — Us)

wr = (U — uz)(vo — v3) — (o — Uz)( vy — v3)

wy = (ug — uz)(v — v3) — (W — u3)(vp — v3).

Estas expresiones demuestran que W, puede ser interpretada como el doble del area

signada de uno de los tridngulos formados por los puntos ¢,. En la imagen de abajo

se representa con verde un area positiva y con rojo una negativa
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Resumen

Es dificil imaginar una expresion mas simple para Mst :

WoZ12Z> 0 0
Mst = S 0 ZoW (Z; 0 T".
0 0 ZgZ1W,

Recordando que S esta formado a partir de los datos del espacio de partida y T de
los datos ¢, del espacio de llegada, solo necesitamos calcular los W, y Z., pero
vimos mas arriba que esto no es complicado. Como mostramos podemos encontrar
Mst  resolviendo un sistema homogéneo de 8x9 ecuaciones. Sin embargo, no per-
diendo de vista la naturaleza geométrica del problema, tanto Heckbert, Olynyk, y

Blinn encontraron formas cada vez mas simples para Mst .
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