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1 Introduccion

Este articulo representa la primera parte (hay una segunda) de un trabajo
més amplio que hemos elaborado. Son varias y variadas las intenciones de
este conjunto de dos articulos y esperamos elucidarlas con el transcurrir de los
mismos.

En términos estrictamente matematicos, tratamos con una clase concreta de
polinomios, los denominados polinomios reciprocos. Un polinomio reciproco es
un polinomio que resulta invariante por inversién del orden de sus coeficientes.

Por ejemplo, el polinomio
=5t — 2% + 413 + 4142 — 2t' + 5.

En términos informales, un polinomio reciproco no es mas que un polinomio
< capicuaz>.

La particularidad de estos polinomios radica no solo en que constituyen una
familia amplia de polinomios para los cuales existen métodos ad-hoc que sim-
plifican -hasta cierto punto, claro- la bisqueda de las raices de los mismos sino
que, a la vez, resultan de una gran valia para desarrollar, afianzar o comprender
mejor, algunas otras ideas de matemaética. En este sentido, la explicitacion de
las nociones matematicas aledanas, el desarrollo de ideas que no suelen estar
presentes en los textos usuales, son intenciones de este articulo.

Diversos textos y articulos tratan la nocién de polinomio reciproco aunque
no con el enfoque que le imprimiremos en este trabajo; seria por demas excesivo
citar la copiosa bibliografia relacionada con los mismos. De forma completa-

mente arbitraria elegimos mencionar, por ejemplo, el texto de D. Kalman en



[Kal09] que presenta un tratamiento interesante sobre los métodos ad-hoc men-
cionados y, al mismo tiempo, brinda informacién sobre ciertas aplicaciones a
problemas de ingenieria. Desde otra perspectiva, P. Viana y P. Murgel Veloso
([VV02]) estudian qué tipos de grupos de Galois estén asociados a los polinomios
reciprocos.

Tomando entonces como punto de partida este tépico concreto, otra de nues-
tras intenciones -no negamos que pueda ser la de mayor interés- es mostrar cémo
es posible establecer vinculos con diversas nociones matematicas y como las
mismas dan lugar a diferentes probleméticas que, y hete aqui el punto, podrian
tratarse en diferentes estadios de la formacion de profesores de matematica.
En numerosas ocasiones la légica de la formacién, los tiempos de la misma,
no habilita espacios de discusién, de reflexién que no estén contemplados por
dicha légica: hay que dictar una serie de contenidos en un lapso de tiempo pre-
determinado y, la mayoria de las veces, actividades por fuera de este mandato
quedan excluidas. Consideramos pertinente apropiarnos de unas palabras de
Patricia Sadovsky, quien en su libro Ensenar Matemdtica hoy [Sad05] -en el
mismo describe el estado de cosas escolar, aunque sus afirmaciones pueden

“...se impone un modo

hacer extensivas a la formacién de profesores- escribe:
de trabajo segin el cual los saberes solo pueden durar un cierto tiempo en la
vida de la clase, ya que luego hay que pasar a ocuparse de otros saberes, esto im-
plica un condicionante fuerte a la hora de pensar en procesos de reconstruccién
del conocimiento ... pues los tiempos del aprendizaje no se rigen por la légica
de los cuatrimestres o semestres.”!

En este senda, esperamos aportar una serie de ideas sobre matematica gen-
eralmente ausentes en los textos matematicos que tratan tépicos tales como
polinomios, con una serie de planteos que apuntan sobretodo, retomando las
ideas de Sadovsky, a que los saberes perduren. Al mismo tiempo, y esto nos

coloca en situacién de exponer otra de las intenciones del articulo, este planteo

'En el texto original, se hace mencién a bimestres y trimestres.
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que realizamos conlleva la revalorizaciéon de la nocién de polinomio. Esta reval-
orizacién no nace de adoptar posiciones obcecadas de defensa a ultranza de
contenidos matematicos, que bien podrian no ser relevantes. Mas bien nace
de una convicciéon genuina de que dicha nocién es de una potencialidad aun
no desplegada en la formacion docente. La riqueza de dicha nocién y sus po-
tencialidades como generadora de conocimiento matematico quedan bellamente
expuestas en el gran texto de Edward Barbeau ([Bar89]) que lleva por titulo
-nada es casual- Polynomials.

Aunque sea evidente, de todos modos debemos senalar que esto no es un tra-
bajo sobre didactica de la matematica ni somos tan osados como para pretender
que este trabajo constituya una secuencia didactica. Sin embargo, valorariamos
cualquier aporte en esa direccién y consideramos que algunas de las ideas de-
sarrolladas a lo largo del texto, podrian ser un instrumento al momento de
pensar abordajes para la ensefianza de polinomios en el nivel de formacién de
profesores, dependiendo de los intereses particulares.

Lo que se presenta en esta serie de articulos forma parte del curso de Algebra
del Profesorado Universitario de Educaciéon Superior en Matematica que se
dicta en la Universidad Nacional de General Sarmiento. De hecho, con algunas
modificaciones, los textos se trabajan en clase. Estos textos también fueron
trabajados en un stage de formacién organizado por el Instituto Nacional de
Formacién Docente (INFOD) para profesores de matemética desempenandose
en Institutos Superiores de Formacién Docente de la Patagonia. El mismo se
llevé a cabo en noviembre de 2012 en la Universidad Nacional de Tierra del
Fuego.

A continuacién describimos brevemente el contenido de este articulo.

En la Seccion 2 presentamos una nocién anterior a la de polinomio reciproco.
Dado un polinomio f € Q[t] de grado n, expresado en la base monomial
{1,t,...,t"}, definimos el polinomio fre, € Q[t] como aquel que se obtiene

invirtiendo el orden de los coeficientes de f. Estudiamos cémo se vincula esta

11



operacién con la estructura de anillo de Q[t] y la conocida relacién que se es-
tablece entre las raices de f y frev: si a es una raiz no nula de f entonces
1/« es raiz de frey. Ademds, y este es un aspecto usualmente dejado de lado,
mostramos que esta relacién es un caso particular de la relacién existente entre
los patrones de factorizacién de ambos polinomios (ver Proposicién 2.2).

El tratamiento de los polinomios reciprocos comienza en la Seccién 3. Pro-
porcionamos algunos ejemplos -tipicos, es verdad, pero generalmente descono-
cidos en ambitos de formacion docente- sobre como calcular sus raices y, con-
tinuando con lo iniciado en la Seccién 2, intentamos que estos ejemplos ilustren
cémo estudiar la factorizacién de los mismos en Q[t] y R[t], factorizacién usual-
mente elusiva.

Un comentario final sobre la organizacién del articulo. La presencia de un
gran numero de ejercicios diseminados a lo largo del texto, y no solo como
colofén de cada seccidn, se explica por el hecho de que los mismos cobran un rol
fundamental en la construccion del relato que se esta narrando. Requieren que
el lector se involucre de manera directa en la construccion, en la comprension

de las ideas que se intentan transmitir.

2 Invirtiendo el orden de los coeficientes de un poli-

nomio

Consideremos un polinomio arbitrario
f=ant"+---+ap € Q[t] de grado n.
Vamos a considerar el polinomio que se obtiene a partir de f invirtiendo el

orden de los coeficientes, es decir:
Jrev i= aot" + altni1 +---t+ay € @[t]v (1)
Por ejemplo, si f = 2t3 4 5t — 3t — 4 entonces frey = —4t3 — 3t2 + 5t + 2.

Ejercicio 1 Calcular fiev en los siguientes casos.
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1. Si f=t>—5t+6, f=t>2-2, f=t>—-2ty f =t%;

2. Si f=3t34+6t2—-15t—18, f =313 —6t> -6t +12, f =3t3 —6t> -6t y
f=3t3—6t%;

3. Si f=t 4+ 4atP -T2 —22t+24, f =5t + 23 — T2 —24 y f := —3t* — 5¢2.

En cada caso comparar el grado de f con el de frey y aventurar alguna vincu-

lacion entre los mismos.

Ejercicio 2 Calcular fiev en los siguientes casos.
1. f=3t=5)t+1)(t—2)(t—3)(t+4)t.
2. f=-5(t+2)3—2(t+2)?+3(t+2)—1.

S f=0Bt2 -5t +2)(—t3+4t—1)+t+2.

De los ejercicios se desprende que es relativamente sencillo calcular fey,
cuando f se expresa en potencias de ¢ ya que, la definicién (1) se basa en la
representacién de f en términos de (la base monomial) {1,¢,¢2,...,¢"}. No es
el caso cuando tenemos otras representaciones de f: desarrollo en potencias
de t — a (la base monomial {1,t —a, (t — a)?,...,(t — a)"}), para un a € Q
distinto de 0, producto o suma de otros polinomios. En resumen, la definicién

(1) enunciada en forma mas concisa es la siguiente:
n n
si f= Z ait’  entonces  frey 1= Z i t", (2)
k=0 k=0

En virtud de los ejemplos precedentes se observa que la mayor o menor
facilidad para calcular f, depende de la representacion de nuestro polinomio.
Elaborar una definicién alternativa, independiente de la representacion del poli-
nomio tal vez facilitaria los calculos y, quizds, permitiria avanzar en la com-

prensién de los conceptos. Por el momento, continuamos trabajando con la
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definicién de partida (1) y su reescritura (2) tratando de desarrollar sus po-
tencialidades. Si nos tomamos el trabajo de formular estos reparos es porque
sabemos que hay una definicién, digamos, superadora.

Después de los calculos previos -en realidad, como consecuencia de la defi-
nicion- sabemos que si f es un polinomio de grado n entonces fe, tiene grado n
excepto en los casos en que 0 es raiz de f: en esa situacion fre, s un polinomio

de grado menor o igual que n — 1

Ejercicio 3 ;Cudl es la relacion entre el grado de f y el de frev cuando O es
raiz de f?

Siendo —yey una suerte de operacién sobre Q[t] es natural preguntarse si esta
operacion preserva las operaciones basicas del anillo de polinomios: suma y pro-
ducto. En forma més o menos inmediata encontramos que —e, no Kdistribuye>>
con la suma (perdemos toda esperanza de que —e, preserve la estructura de
Q-espacio vectorial de Q[t]). En cambio, con un poco més de trabajo observa-

mos que —yey, si Kdistribuye>> con el producto de polinomios.

Ejercicio 4 Verificar que son vdlidas las siguientes igualdades.

1. ((*+2t+5)- (3t —8)) _ esigual a (t* + 2t + 5)rev - (3t — 8)rev-

rev

2. (2t +3t%) - (12 =2t — 4)) _, es igual a (2t + 3t?)rey - (2 — 2t — 4)rey.

Ejercicio 5 Mostrar que st f y g son dos polinomios cualesquiera con coefi-

cientes en Q entonces

(f : g)rev = frev * Grev;

en otras palabras, — ey K distribuye>> con el producto de polinomios.

Ejercicio 6 Para cada uno de los siguientes polinomios f calcular frey y las
raices de f y frey. Estudiar el tipo de raices de cada uno, o sea, si son racionales,

reales o complejas.
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1. f = —t3+ 5t —6t.

2. f =33 — 1142 + 8t + 4.
3. f=t 13— 42 — 2t + 4.
4. f=83—12+2.

Ejercicio 7 Verificar que si r es una raiz cualquiera de 2t° + 3t* — 5t — 3t — 11
entonces 1/r es una raiz de —11t° — 3t* — 5¢3 4 3t + 2.

Ejercicio 8 Sin calcular fre, encontrar sus raices si f = t* — 3t> — 28.

El Ejercicio 7 ilustra de manera patente que, en algunas circunstancias, un
caso concreto ya posee todas las caracteristicas a desarrollar en el caso general.
En este caso, la relacion entre las raices de f y de frey alli demostrada se extiende
casi sin dificultades a un polinomio f € Q[t] arbitrario. No hay impedimentos

entonces para enunciar, y dejar como ejercicio, dicha generalizacion.

Proposicién 2.1 Sea f € Q[t] un polinomio de grado n. Entonces r es una
raiz no nula de f si y solo si 1/r es raiz de frey. En particular, es posible

establecer una correspondencia uno a uno entre las raices no nulas de f y las
de frev-

Ejercicio 9 Demostrar la Proposicion 2.1.

Varias consecuencias interesantes pueden derivarse de lo hecho hasta aqui.
Lo inmediato es que hemos dado con un método que nos permite obtener
rapidamente un polinomio cuyas raices sean las inversas de las raices no nulas
de un polinomio dado, sin necesidad de calcularlas. Eventualmente, si nece-
sitdramos calcularlas, quizds sea mas simple calcular las de fry en lugar de las
de f.
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Con esta idea en mente, por ejemplo, podemos abordar el tratamiento de un
problema de algebra lineal: calcular el polinomio caracteristico de la inversa de
una matriz inversible. En efecto, si A es una matriz inversible, los autovalores
de su inversa A~! son los inversos multiplicativos de los autovalores de A.
De esta manera, es suficiente conocer el polinomio caracteristico p de A (que
también permite expresar A~! como una combinacién lineal de las matrices
I,A A% ... A"1) para calcular el de A~! como prey. Un pequeiio detalle: el

polinomio pre, NO necesariamente es monico.

Ejercicio 10 Supongamos que A es una matriz con entradas racionales cuyo
polinomio caracteristico es p = t° — %t4 + 23 + %tQ — 5t + 4. Deducir que
A es inversible, encontrar la expresion de A™' como combinacion lineal de

I,A,A% ... A" y, finalmente, encontrar el polinomio caracteristico de A™1.

Otra consecuencia es que podemos comenzar a interrogarnos sobre el tipo y
cantidad de raices de fy frev (siestdn en Q, en R 6 en C) y la multiplicidad de
las mismas. Si f € Q[t] es un polinomio que tiene una tinica raiz racional no nula
entonces frey también tiene una dnica raiz racional no nula. A la vez, si f € Q[¢]
tiene una rafz compleja a +b-i, con a,b € Qy b#0,6a € Qy a® +b? € Q,
por ejemplo, resulta que a — b - i también es raiz de f y, por lo tanto, f posee
un factor irreducible de grado 2 en Q[t]: a saber, t? — 2at + (a? + b%). Como
consecuencia del Ejercicio 5 deducimos que frey, posee un factor irreducible de
grado 2 en Q[t].

La intencién del ultimo parrafo es ilustrar que el vinculo entre las raices
no nulas de f y frey N0 es casual, sino que es una instancia del vinculo, mas
general, que se establece entre las posibles factorizaciones de f y frev, ya sea en
Q[t],R[t] 6 C[t]. Cabe la siguiente pregunta: ;f es irreducible si y solo si frey
lo es? Y para explayarnos sobre este punto apelaremos al hecho de que —ey

<distribuye>> con el producto.

Ejercicio 11 Supongamos que f € Q[t] es un polinomio de grado n que posee n
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raices diferentes. Decidir si frey puede tener raices repetidas, es decir, si acaso

alguna de sus raices puede ser, por lo menos, raiz doble.

Ejercicio 12 Para cada uno de los siguientes polinomios f € Qlt], calcular frey

y encontrar su factorizacion en irreducibles en Qlt].
1. f=({*>—5)(t—2)3.
2. f=(2t—5)3. (#3—3t+1)- (3t — 5t +6)%.

Ejercicio 13 Supongamos que f es un polinomio con coeficientes racionales que
se factoriza en Q[t] en la forma f = fZ- fa- f3, con fi, fa y f3 polinomios
irreducibles en Q[t] que no tienen a 0 como raiz. ;Cdmo se factoriza frey en

Q[t]?

Retornemos al Ejercicio 4. Los polinomios f y fr correspondientes al
primer item de dicho ejercicio poseen el mismo patrén de factorizacion en Q[t].

En efecto, tenemos lo siguiente:
f=@+2t4+5)- (3t —8), frov=(5t>+2t+1) (=8t +3).

Que f v frev tengan el mismo patrén de factorizacién en Q[t] significa que la
factorizacién de los mismos en Q[t] consta de un factor irreducible de grado 2
y otro irreducible de grado 1. Por el contrario, en el segundo item del Ejercicio

4 tenemos lo siguiente:
f=t2- (22 +3)- (2 =2t —4), frov= (32 +2)-(—4t* =2t +1),

lo cual muestra dos patrones de factorizacién esencialmente diferentes (era de
esperar desde el momento en que f y frey 10 poseen el mismo grado). Con
todo, es factible percatarse que la no preservacién del patrén de factorizacién
se debe a que t? es un factor de f; omitiendo este factor, se preserva el grado de
los restantes factores irreducibles. Estamos en condiciones de proporcionar un
resultado que generaliza aquel de la Proposicién 2.1, en tanto que caracteriza

la relacién entre el patrén de factorizacion de f y el de frey.
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Proposicién 2.2 Sea f € Q[t] un polinomio de grado n. Entonces fi € Q[t]
es un factor irreducible de grado m de f, con f1(0) # 0, si y solo si (f1)rev
es un factor irreducible de grado m de frey. Mds atin, f1 y (fi)rev poseen la
misma multiplicidad. En resumen, bajo estas condiciones, o sea, exceptuando
factores del tipo t° (s > 1), los polinomios f y frev poseen el mismo patron de

factorizacion.
Ejercicio 14 Demostrar la Proposicion 2.2

Esta intima relacién entre las factorizaciones de f y frey constituye un posi-
ble abordaje para estudiar irreducibilidad en Q[t]. A modo ilustrativo, supon-
gamos que quisiéramos determinar si f = 6t° — 9t* + 15t3 — 21¢%2 + 3t — 5 es
irreducible en Q[t]. A partir de la Proposicién 2.2, esto equivale a estudiar la
irreducibilidad de fre, = —5t° + 3t* — 21¢3 + 15t — 9t + 6 en Q[t]. El criterio
de Eisenstein muestra que fe, es irreducible en Q[t] y, de esta manera, queda
establecida la irreducibilidad de f en Q[t].

Atn cuando senialamos ciertas deficiencias de nuestras definiciones iniciales,
hemos deducido una cantidad de resultados interesantes. Sin embargo, to-
davia persiste la incomodidad oportunamente detectada. Por caso, si f(t) es la
funcién polindémica de grado 2 cuyo grafico pasa por los puntos del plano (1, —1),
(—2,8), (5,15), jcémo calculamos fye, sin pasar por la escritura f = at?+bt+4c?
El momento es el apropiado para proporcionar una definicién de fre, indepen-
diente de la representacién de f. Si f € Q[t] es un polinomio de grado n

podemos calcular fre, en la forma

frev(t) =" f(l/t) (3)

La ventaja de trabajar con dicha definicién -equivalente a las anteriores- es que,

efectivamente, no depende del modo en que se representa f.

Ejercicio 15 Calcular frey si f es el polinomio de grado 2 definido por los puntos
del plano (1,-1), (—2,8), (5,15).
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Releyendo la demostracion de la Proposicién 2.1 dada en el Ejercicio 9 es
posible que notemos que estd definicién estaba alli implicita. De hecho, la
mayoria de las propiedades de —rey que hemos encontrado se deducen de modo

maés sencillo de esta definicién.

Ejercicio 16 Utilizando (3) proporcionar una demostracion alternativa tanto

del Ejercicio 5 como del Ejercicio 9.

Concluimos esta seccion, senalando que la validez del conjunto de defini-
ciones y resultados desarrollados puede extenderse a polinomios con coeficientes

en R, en C 6 en cualquier otro cuerpo.

3 Aparecen los polinomios reciprocos

Parte de la tarea desarrollada (la inicial, la que dio pie a la discusién) en la
seccién previa admite la siguiente interpretacién: a cada polinomio f € QJt] le
asignamos otro polinomio en Q[t], dado por fre,. Dependiendo de la necesidad,
esta asignacion puede contemplarse ya sea invirtiendo el orden de los coeficientes
como en (1) o en (2); ya sea como en (3), definicién que se torna mas conveniente
pues nos despega de la manera en que representamos los polinomios.

Entre los elementos de Q[t] elegimos -veremos que esta eleccién carece
de arbitrariedad- destacar aquellos polinomios que quedan fijos bajo dicha
asignacién; es decir, aquellos f € Q[t] para los cuales f, = f. En otros
términos, los puntos fijos de la asignacién. Asi, tanto 3 + %tQ + %t + 1 como
t* + %t3 - 2—62152 + %t + 1, son dos ejemplos particulares al respecto. Este sub-
conjunto de Q[t] amerita una denominacién propia.

Decimos entonces que f € Qlt] es un polinomio reciproco si se verifica que

frev = f (4)

Si f es un polinomio reciproco decimos que una ecuacién de la forma f(¢) =0

es una ecuacion reciproca.
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En lo que sigue vamos a desarrollar una serie de métodos ad-hoc para la
familia de polinomios reciprocos que facilitaran el célculo de sus raices y, més
en general, el estudio de la factorizacién de los mismos.

Un polinomio reciproco f € Q[t] de grado 1 se expresa en la forma f = at+a
y es claro que —1 es la raiz. Si f € Q[t] es un polinomio reciproco de grado 2
y r es una raiz de f entonces 1/r también es raiz de f (pues lo es de frey); €n

definitiva, f = at? 4 bt + a se factoriza en la forma
f=at? +bt+a=alt—r)t—1/r),

independientemente de si r es racional, real o compleja.
En el caso de un polinomio reciproco f = at?® + bt> + bt + a de grado
3, facilmente vemos que —1 es raiz de f. Es mads, obtenemos la siguiente

factorizacién en Q[t]:
f=at* +bt> + bt +a= (t+1)(at* + (b — a)t + a),

con lo cual, f se expresa como producto de polinomios reciprocos y asi, llegamos

a la siguiente factorizacién (no necesariamente en Qlt]):
f=at? +0t> +bt+a=alt+1)(t—7r)(t—1/r).

Ejercicio 17 Sea f un polinomio reciproco de grado impar. Verificar que —1 es

raiz de f.

Un aspecto interesante de los polinomios reciprocos es que las raices vienen
de a pares, en el sentido referido mas arriba, sentido sobre el cual ahora nos
explayamos. De acuerdo a la Proposicién 2.1, si r es una raiz no nula de f
entonces 1/r es raiz de frey; pero si el polinomio es reciproco resulta entonces
que 1/r también es raiz de f. Ademads, como —1 es raiz de cualquier polinomio
reciproco de grado impar podemos reducir la cuestién a la busqueda de raices

o factores de polinomios reciprocos de grado par. En efecto, supongamos que

20



f es reciproco y que tiene grado impar. O sea que f = frey ¥, al mismo tiempo,

f=(t+1)-q. Volviendo al Ejercicio 5 tenemos que

frev = (t + 1)rev *Qrev = (t + 1) * Qrev-

Como consecuencia de la unicidad de la factorizacién en QJt] (o en el anillo de
polinomios que corresponda) deducimos que g = gyey ¥, de esta manera, ¢ es un
polinomio reciproco de grado par. En conclusion, es suficiente conocer entonces
la mitad de las raices de un polinomio reciproco ya que las demés se calculan
como los inversos multiplicativos de aquellas.

A continuacion consideramos un polinomio reciproco de grado 4 y mostramos

como emprender la busqueda de las raices del mismo.

Ejemplo 3.1 Consideremos el polinomio f = t* 4+ 9t3 — 3t> + 9t + 1. Ni 1 ni
—1 son raices de f, lo que en particular nos dice, criterio de Gauss mediante,
que no hay raices racionales. De este modo, podemos suponer que hay por lo
menos dos raices diferentes, digamos, 1 y 1/r1 (spor qué?). Denotamos las
restantes raices por ro y 1/ro que, aunque diferentes entre si, podrian coincidir
conryyl/ry.

Reescribimos f del modo siguiente:
fo= (t=r)t—=1/r)(t —r2)(t —1/rs)
= (B =i+ 1/r)t+1)({> = (ra+1/ra)t +1) (5)
= (PF—ut+1)(?—vt+1),

con u y v representando las siguientes cantidades:
u:=7r1+— V=179 + —.
™ 2
Tenemos una factorizacion de f como producto de dos polinomios de grado 2,
cuyos coeficientes lineales w y v no conocemos. Si conociéramos los valores
explicitos de u y v, podriamos encontrar las raices de cada cuadratica y cal-

cular, luego, las raices de f. Sin embargo, eso no es todo; conocer los valores
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explicitos de uw y v, es decir, conocer si pertenecen a Q, a R ¢ a C, también
nos proporcionaria una factorizacion parcial de f en Q[t], en R[t] ¢ en C[t].
Multiplicando los factores t? —ut + 1 y t?> — vt + 1, de la identidad (5)

deducimos el siguiente sistema de ecuaciones en u y v:
u+v=-9 u-v=—b. (6)

En consecuencia, w y v resultan ser las raices de la cuadrdtica t> +9t —5 =0

y, por lo tanto, encontramos que

o T9FVIOL -9 V101
-2 -2

Si volvemos ahora a (5) llegamos a la siguiente factorizacion de f en Rt]:

9_*/m1t+1)ﬁ2+9*1fM1t+1> ™

f:(ﬁ+ 2
Finalmente, calculando las raices de estas cuadrdticas obtenemos las raices de
f- Sin embargo, si bien podemos hacerlo, no es conveniente concluir el ejemplo
en este momento, no estariamos comprendiendo del todo el sentido de lo que
hicimos: no solo estamos en condiciones de calcular las raices de f sino que a
la vez que obtenemos una factorizacion parcial de f en R[t] (esquiva bajo otras
circunstancias) podemos mostrar que f es irreducible en Q[t]. Por cierto,
notemos para empezar que la factorizacion en irreducibles de f en R[t] se obtiene
como
f:(t2+9_;ﬁt+1)-(t—r)-(t—1/r), (8)
con r y 1/r las raices reales (y no racionales) del sequndo factor de (7). Si f
admitiera un factor propio, digamos f1, con coeficientes en Q, en particular, fi
seria un factor con coeficientes en R y deberia poder obtenerse a partir de los

factores irreducibles presentes en (8). No es demasiado esfuerzo concluir que

esto no es posible mostrando, por lo tanto, que f es irreducible en Qlt].
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El método propuesto en el ejemplo para abordar el tratamiento de ecua-
ciones reciprocas de grado 4 pone de manifiesto una idea fundamental, om-
nipresente en matematica, que es la de separar un problema -en apariencia-
dificil en varios subproblemas -aparentemente- mas faciles. Aqui, una ecuacién

de grado 4 en dos ecuaciones de grado 2.

Ejercicio 18 Encontrar las raices del polinomio del Ejemplo 3.1 y proporcionar

la factorizacion de f en R[t] y en C[t].

Ejercicio 19 Consideremos el polinomio f = 2t* 4 5t3 +t? 4 5t + 2. Siguiendo
el método presentado en el ejemplo anterior, encontrar las raices de f y decidir

si f se factoriza en Q[t] y en R]t].

Ejercicio 20 Factorizar en Q[t], R[t] y C[t] los polinomios t5 + 4t* + 7t3 4+ 7t2 +
At +1 yt5 + 4t + 13 + 12 + 4t + 1.

Ejercicio 21 Aplicando el método del Ejemplo 3.1 encontrar la factorizacion de
f=t"+t3+t2+t+1 como producto de dos cuadrdticas irreducibles en R[t]
(0 sea, con discriminante negativo). A continuacion, utilizar esta factorizacion

para demostrar que f es irreducible en Q[t]. ;Cudl es la factorizacion de f en
Clt)?

En el caso de ecuaciones reciprocas de grado par mayor a 5 podemos repetir
el método del Ejemplo 3.1, descomponiendo el polinomio como producto de

cuadraticas como indicamos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2 Sea f =5 —5t5 4+ 8t* — 7t3 + 82 — 5t + 1. Factorizamos f en la

forma

f

(t—?"1>(t — 1/7"1)(t — T’Q)(i- 1/7’2)(t—7“3)(t— 1/7“3)

= (B —=(rm+1/r)t+1)(t* = (ro+1/ra)t+1) (8> = (r5+1/r3)t + 1)
= (P -ut+1)(*—vt+1)(* —wt+1),

(9)

23



con u, v y w representando las siguientes cantidades:

1 1 1
u:=r +— vVi=r+ — w:=17r3+ —.
1 T2 T3

Tenemos una factorizacion de f como producto de tres polinomios de grado
2, cuyos coeficientes lineales w, v y w no conocemos. Si los conociéramos
podriamos encontrar las raices de cada cuadrdtica y calcular, luego, las raices
de f. Multiplicando los tres factores cuadrdticos, de la identidad (9) deducimos

el siguiente sistema de ecuaciones en w, v Yy w:
u+v+w=>5 uw-v+u-wtv-w=>5 u-v-w=—3. (10)
En consecuencia, resulta que estas cantidades son las raices de la cubica
B—(ut+v+w)t?+(u-v+u-wrv-w)t—u- v w.

En nuestro caso, w, v y w son las raices de t3 — 5t> + 5t +3 = 0. No es dificil

averiguar las raices de esta cubica:
u = 3, vzl—l—x/ﬁ, w=1-2.
De aqui, reemplazando en (9) obtenemos la factorizacion parcial de f en R[]
;= (t2 73t+1)<t2 - (1+f2)t+1) (t2 (- \/§)t+1), (11)
y deducimos que la factorizacion en irreducibles de f en Qlt] es
f:<t2—3t+1)<t4—2t3+t2—2t+1). (12)
Si nos interesara calcular las raices, lo hacemos a partir de (11).

Tanto en el Ejemplo 3.1 como en el Ejemplo 3.2 hemos reducido la bisqueda
de las raices de polinomios reciprocos de grado 4 y 6 a la de polinomios de grado
2 y 3, respectivamente. Apreciamos, ademads, la aparicién de los polinomios

simétricos elementales -es algo conocido pero, de todos modos, entendemos que
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es pertinente recordarlo ya que no son pocas las ocasiones en que olvidamos
que los coeficientes son funciones simétricas de las raices- proporcionando los
sistemas de ecuaciones (6) y (10) que dan paso a los polinomios de grados 2 y
3 indicados.

El problema es factible de ser considerado desde otra perspectiva también de
relevancia, por las consecuencias que se derivan. A continuacién presentamos

un ejemplo con el fin de ilustrar un método alternativo al anterior.

Ejemplo 3.3 Consideremos el polinomio reciproco f = 6t°—35t°4+-68t* —70t3+
68t> — 35t + 6. Notemos en primer lugar que si a es una raiz de f (claramente
distinta de 0) entonces también es una raiz de f/t3; es decir, debe ser solucion

de la ecuacion
6t3 — 35¢% + 68t — 70 + 68t — 35t 72 + 6t = 0.
Reagrupando los términos de la ecuacion anterior obtenemos
6(t3 +173) —35(t2 +t72) +68(t+t~1) — 70 = 0. (13)

Esta dltima expresion sugiere la presencia de un polinomio que vamos a calcular
con el cambio de variables x = t + t~'. Para eso tenemos que obtener las

expresiones de t* +t72 y de t3 +t72 en funcidn de la nueva variable x. Como
2=+t 2 =2 24172
deducimos que t> +t=2 = 22 — 2. De modo similar,
=+t =B 33t B = 3 3+,

con lo cual 2 +t73 = 23 — 3z. Reemplazando estas identidades en la Ecuacion

18 llegamos a la ecuacion
62° — 352 + 50z = 0.
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Antes de avanzar en la resolucion de esta ecuacion de grado 3, queremos de-
tenernos y comprender el sentido de la sustitucion © = t + t~', qué vinculos
se establecen entre las raices de f y las de la ecuacion cubica resultante. Lo
que expresa la sustitucion es lo siguiente: si a es una raiz cualquiera de f en-
tonces a +a~! (la suma de a y su inverso multiplicativo 1/a) es una raiz de
623 — 3522 + 50x. Como f es reciproco, a y 1/a dan lugar a la misma raiz.
Reciprocamente, sir es una raiz cualquiera de 62> — 3522 +50x, entonces resulta
que resolviendo la ecuacion cuadrdtica

t2+1

r=t+t!=
t

obtenemos dos raices de f: una y su reciproca. En definitiva, resolviendo esta
ecuacion de grado 3 podemos recuperar las soluciones de la ecuacion de partida.
Las raices de la ecuacion cibica son 0, 5/2 y 10/3 y dan lugar, respectiva-

mente, a las tres ecuaciones cuadrdticas (que ademds son reciprocas):
?+1=0, *-3t+1=0, *-Pt+1=0.

Aunque ain no calculamos las raices de f, si podemos obtener la siguiente

factorizacion parcial de f en Qt]:
f=6(>4+1)(t>—5/2t+1)(t* —10/3t +1).

Las raices de f, proporcionadas por cada cuadrdtica, son i y —i; 2 y 1/2; 3 y
1/3.

Ejercicio 22 Aplicar este método a los ejemplos y ejercicios previos.

La aparente distincién entre los métodos descritos en los Ejemplos (3.2) y
(3.3) desaparece cuando prestamos atencién a que, en definitiva, en ambos casos,
la tarea se redujo a encontrar las raices de un polinomio de grado 3. Asumiendo

que la operatoria no entrana dificultad, la conclusién es que el Uinico obstaculo
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para poder encontrar las raices de un polinomio reciproco de grado 2n y avanzar
en la factorizacion del mismo, es la mayor o menor dificultad para resolver la

consecuente ecuacién de grado n que se origina.

Ejercicio 23 Con la intencion de generalizar las ideas desplegadas en el Ejemplo
3.8 encontrar las raices de f =9 +4t% — 3t7 + 610 — 5 — 14 4+ 613 — 32 44t + 1
y estudiar posibles factorizaciones de f en Q[t], R[t], CJt].

A lo largo del texto, han aparecido diversas factorizaciones de polinomios
reciprocos. En algunos casos, las factorizaciones involucraban polinomios reci-

procos. En el siguiente ejercicio proporcionamos alguna informacion al respecto.

Ejercicio 24 Sean f, g y h polinomios con coeficientes en Q|t].
1. Mostrar que si f y g son reciprocos entonces f - g es reciproco.

2. Mostrar que si h = f g, con h y f polinomios reciprocos entonces g (el

cociente) resulta reciproco.
Ejercicio 25 Dejamos algunas cuestiones para reflexionar.
e Dado g € Q[t], squé tipo de polinomio es g - grey ?

o Caracterizar la factorizacion de un polinomio reciproco. ;Cdomo se enten-

deria la factorizacion (t —2)-(t —1/2)%

e Dado un polinomio arbitrario h € Qlz]. ;FEs posible encontrar un poli-
nomio reciproco f € QIt] tal que al aplicarle la sustitucion reciproca a f

se obtenga h?
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