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Resumen

La propuesta realizada para la ensefianza de las ecuaciones en diferencias (EED) a
través de la nota Ecuaciones en Diferencias del afio 2005, incorpora un desarrollo en
forma estructurada de las mismas, permitiendo dar otro enfoque teérico y formal,
siendo utilizado en las asignaturas del Profesorado y Licenciatura en Matematicas en
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Catamarca. Desde
la perspectiva de los avances tecnoldgicos dados por las Tecnologias de la
Informacion y de la Comunicacién (TIC’s) que se ponen en evidencia por nuevos
software, y que a su vez favorecen el desarrollo de las Tecnologias del Aprendizaje y
el Conocimiento (TAC’s) mediante la tarea de transferencia desde la ensefianza de
las EED vy el aporte desde la Programacion Cientifica, permitiendo actualizar el
software desarrollado en 1997 y utilizado en asignaturas optativas, para mejorar la
presentacion y manejo de pantalla, en la resolucion de Problemas con valor inicial
discretos (PVID) con EED de primer y segundo orden con coeficientes constantes,
Sistemas de ecuaciones en diferencias (SEED) y Ecuaciones logisticas. Como
resultado se presenta el software Ecuaciones en diferencias desarrollado
integramente con el lenguaje de programacion Microsoft Visual Basic 6.

Introduccion

La presentacion de las EED, mediante un desarrollo estructurado, no como
frecuentemente se realiza en textos de analisis numérico donde su caracter es solo
instrumental, permitié dar otro enfoque teérico y formal a las mismas. A ello se
agrega las aplicaciones, sustancialmente aportadas desde la Biomatematica, y
justificadas por Maynard Smith en su trabajo Ideas Matematicas en Biologia, donde
observa a la reproduccion con generaciones separadas y no separadas, como
determinante en el tratamiento discreto o continuo de la modelizacién matematica
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dindmica, para utilizar EED o Ecuaciones Diferenciales. De esto surgid la necesidad
de estudiar la estabilidad de sucesiones soluciones de PVID, mediante un primer
software realizado en el lenguaje de programacion estructurado TRUE Basic, en
1997, y que fuera actualizado en el mismo lenguaje en 2005, agregando en él, SEED
con dos y tres incognitas con coeficientes constantes, y variando tipos de ecuaciones
logisticas. Este software permitié realizar modelados de especies, solas o en
competencias, y realizar el estudio de la estabilidad de las soluciones de estas
ecuaciones, en el dictado de una asignatura Optativa para Bidlogos. Aqui
pretendemos presentar como resultado de una tarea de transferencia desde la
ensefianza de las EED y el aporte desde la Programacion Cientifica, la
implementacion del software que mejora la presentacion y manejo de pantalla, en la
resolucion de PVID con EED de primer y segundo orden con coeficientes constantes,
SEED vy ecuaciones logisticas. Asi el resultado es el software Ecuaciones en
diferencias desarrollado integramente con el lenguaje de programacion Microsoft
Visual Basic 6.

Objetivos

o Difundir el estudio de las ecuaciones en diferencias en los profesorados en
matematicas mediante la implementacion de un software, a fin de mostrar su
caracter de herramienta en las matematicas aplicadas.

e Aportar al desarrollo de software para implementar en la ensefianza aplicada de
la mateméatica mediante modelos matematicos dindmicos discretos.

e Fomentar la utilizacion de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion
como una herramienta didactica en el aprendizaje de los alumnos que cursen los
profesorados de matematica.

e Propiciar el uso de las Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacion
(TIC’s) como herramientas que permitan favorecer el desarrollo de las
Tecnologias del Aprendizaje y el Conocimiento (TAC’s), a fin de tratar de
orientar a las primeras en su caracter formativo para lograr la adquisicion de
conocimiento mediante la exploracion.

Ecuaciones en Diferencias

Antes de adentrarnos en el desarrollo propio del trabajo, nos permitiremos comentar
brevemente el contenido tematico del software: las ecuaciones en diferencias, es
decir, la teoria de referencia.
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Las sucesiones recurrentes, son sucesiones en las cuales, cada término de la sucesion
se obtiene a partir de algin o algunos términos anteriores de tal sucesion. De esta
manera tenemos una igualdad en donde participan términos de una sucesion que no
es conocida con lo cudl tal expresion es un ecuacién donde la incognita es una
sucesion, que se denomina ecuacion en diferencias (EED).

Si partimos del nombre y su forma histérica, las ecuaciones en diferencias hacen
mencion a la diferencia existente entre términos de la sucesion. De esta forma es
facil; advertir que este es el tratamiento discreto que tiene una ecuacion variacional,
que en forma continua, es una ecuacion diferencial.

Por la inmediatez que tiene su ensefianza, pues solo requiere de un manejo
algebraico, y no de una introduccién al calculo como es el caso de las ecuaciones
diferenciales, y por otro lado, porque se continda en el camino desde lo discreto a lo
continuo. Es por todo esto que seguimos en la propuesta de iniciar el estudio
variacional de modelos matematicos discreto, y con ello de las EED.

Mas aun, iniciando con las EED lineales con coeficientes constantes de primer y
segundo orden, del tipo. Para constantes, a, b, d las ecuaciones son:

X.,—ax,=b donde a0 y X, ,+ax,  +bx =d donde b=0, se estudia

la solucion general y las soluciones particulares, de cada ecuacidn, aplicando como
método de resolucion el de coeficientes indeterminados.

Problemas con valores iniciales

El conjunto soluciéon de una EED de primer orden depende de una constante y se lo
denomina la solucién general. Determinar una solucién, se logra conociendo un
valor para la constante de la solucion general, con lo cudl tal solucién se denomina
solucidn particular. Otro modo es fijar el valor inicial de la sucesion solucion de la
ecuacion. De esta manera una ecuacion junto al valor inicial, forman un PVID.

n+l~ n

Por ejemplo:

Es un PVID formado por una EED lineal de primer orden y un valor inicial.

La idea puede extenderse a EED lineales de orden mayor, para las cuales la solucion
general depende de tantas constantes como es el orden de la ecuacion, y el PVID se
forma con la EED lineal de un orden dado y tantos valores iniciales como el orden.
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Sistemas de ecuaciones en diferencias.

Se entiende por un sistema de dos ecuaciones en diferencias (SEED) lineales de
primer orden en dos sucesiones con coeficientes constantes a la expresion:

X =a,X, +by, +¢

n+1

You =a,X  +by, +¢,

Si los coeficientes ¢c,, €, son nulos el sistema se dice homogéneo. Si ademas los
coeficientes @, por un lado y los bj por otro suman uno, el sistema se dice cerrado,

y esto es propio a los problemas de poblaciones cerradas.
En forma anéloga se define un sistema de tres ecuaciones en diferencias lineales de
primer orden en tres sucesiones con coeficientes constantes.

Ecuaciones Logisticas

Un problema tipico de una variacién en un fendmeno, es el estudio de la estabilidad,
es decir, analizar si existe un nimero al cual tienden todos los términos de la
sucesion.

Este numero puede o no existir, y en ciertos casos puede definirse un modelo en
donde el valor de equilibrio de la sucesion determina el caracter estable de la
sucesion. Un ejemplo importante es:

Dada una sucesion y el valor de equilibrio se forma la ecuacion no lineal de primer
orden, a partir de la suposicion de que el crecimiento relativo de la sucesion es
proporcional a la diferencia de tal sucesion respecto a ese valor de equilibrio.

Esto es, dada la sucesion X, con equilibrio en el valor Xg,, estoes lim X = X,

n—o
se propone que la tasa de variacion relativa es proporcional a la diferencia respecto al
valor de equilibrio, es decir:

— , X, —X
%OC(XEq_Xn)O %:C (XEq_Xn)

Llamando ¢ a la constante de proporcionalidad. Esto se reescribe:

X = C(XEq - X, )Xn + X,
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Es decir que los términos de la sucesion varian de acuerdo a su término anterior y a
la diferencia del valor de equilibrio y el término anterior.

Puede escribirse también como X, = [c(xEUI - X,) +1an =C(Xgt 1) X,-CX, 2

Esta ecuacion en diferencias es de primer orden, cuadratica, con coeficientes
constantes, y posee como dato el valor de equilibrio. Se denomina ecuacion logistica.
Para diferenciar con la ecuacion diferencial logistica, la denominaremos ecuacion
logistica discreta.

Segun el supuesto que permitio definir a esta ecuacion logistica, es posible mostrar
que la solucién tiene un crecimiento desde el valor inicial, siempre que el valor
inicial es menor a la mitad del valor de equilibrio, y al llegar a un cierto valor se
desacelera para continuar creciendo lentamente para aproximarse a el valor de
equilibrio.

Si el valor inicial es mayor que la mitad del valor de equilibrio, la sucesion solucion
crece desaceleradamente.

Mas preciso, si el valor inicial es mayor que el valor de equilibrio, la sucesion
solucioén decrece hasta este valor.

Como vimos la ecuacion logistica es una ecuacion cuadratica de primer orden:

X, =ax_ —bx?. Aqui el valor de equilibrio esta implicito.

Una tercera variante esta en la denominada ecuacion logistica normalizada, es decir,
donde los valores de la sucesion solucién varian entre cero y uno para condicion ini-

cial ya conveniente. Esta ecuacion es: X, =ax,(1-x,)

En cualquiera de los casos tales ecuaciones junto al valor inicial forman el PVID que
resuelve el Software Ecuacion en Diferencia.

Estudio de la estabilidad de soluciones de Ecuaciones en Diferencias con
software en Lenguaje Estructurado.

Antes revisemos los conceptos de estabilidad de soluciones de PVID.
Mencionaremos acerca del comportamiento de las sucesiones soluciones de las EED

de segundo orden con coeficientes constantes X, +axX,,, + bX, =d, con
b=0. Para ello en primer lugar consideramos la ecuacion homogénea asociada.
Veremos que independientemente de los valores iniciales X, y X;, de la sucesion tal
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solucion tiende a cero segun las raices caracteristicas.*

Teorema 1: Sea la ecuacion en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes
constantes X, ., +aX,,+bx, =0.Sean p, y p, son las raices caracteristicas

asociadas a la ecuacion y ligamos. p:méXQp1|,|p2|), entonces la sucesion

solucion X,, converge a cero independientemente de los valores iniciales X, y X,
siysolosi p<1.

Teorema 2: Si las raices satisfacen ‘p1| > ‘p2| y ‘p1| <0 6 p, es un nimero
complejo no real, entonces la solucion oscila alrededor del valor de equilibrio.

Teorema 3: Cualquier solucién de la ecuacién X, +aX,,; +bX, =d converge
si y solo si los coeficientes de la ecuacion caracteristica satisfacen la relacion:
3 -1<b<1.

Aplicando estos enunciados, se puede escribir las proposiciones en términos de los
coeficientes a y b, de la siguiente manera:

I) Una solucion de una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden con
coeficientes constantes que tiene un valor de equilibrio, oscila alrededor del

valor de equilibrio si el discriminante D =a“ —b es negativo, o bien si no
lo es y a es positivo, excepto en algunos casos en que toma valores iniciales

especiales que hacen que las constantes C, 6 C, resulten nulas.

I) Todas las soluciones de una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden
con coeficientes constantes que tiene un valor de equilibrio son convergentes

L siA+A+b=0 y la solucién tiene un valor de equilibrio, este es, ———.
l+a+b
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al valor de equilibrio si y solo si los coeficientes satisfacen la desigualdad:
laj-1<b<1

La proposicion I1) es la condicion de estabilidad para las ecuaciones en
diferencias lineales de segundo orden con coeficientes constantes.

La modelizacién matematica de fenémenos dinamicos puede plantearse en forma
discreta mediante las ecuaciones en diferencias, siendo su importancia cuando estas
responden a una tendencia a determinados valores sobre los que se puede mencionar
que existe una estabilidad. Asi, el estudio de la estabilidad de las soluciones de PVID
fue realizado mediante software, creando un programa en lenguaje estructurado,
siendo el mismo TRUE Basic. Este trabajo, realizado en 1997, tuvo la presentacion
que se indica en la figura 1, y en su ment muestra los trabajos que realiza (figura 2),
tanto en forma algebraica (figura 3) como en forma grafica (figura 4), con las
limitaciones que la tecnologia ofrecia para aquella época.

Posteriormente, en 2002 se actualizé el software extendiendo los calculos a sistemas
de tres ecuaciones en diferencias con tres sucesiones incognitas, y otras variantes de
las ecuaciones logisticas (figuras 5 y 6).

5 ECUACTONES ¥ SISTENAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

1,-PRINER ORDEN : X(n+i) - a X(n) = b
2.-SEGUNDD DRDEN @ X(ns+2) + a X(nel) + b X(n) = 4
3,-SISTEMA DE DOS ECUACIONES LINEALES :
X(ne1) = (1-a) X(n) + b fn)
Yin+l) = a X(n) + (1-b) Y(n)

.~-ECUACION LOGISTICA @
X(n+) = ¢ Xe X(n) - ¢ (X(n))"Z + X(n)

5.-AYUDA

~SALIR

INGRESE OPCION

Figura 1: pagina de presentacion del primer Figura 2: Men0 de trabajo del primer software.
software para EED en TRUE Basic.
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ECUACION EN DIFERENCIA DE PRIMER DRDEN

X(nel) - a X(n) = b

OR INICIAL DE LA SUCESION : X(8) 7 5
NTE WULTIPLICATIUA a? .8
NTE ADITIVA b7 4
CANTIDAD DE TERMINOS A CALCULAR? (1-1006)12
1 5

Figura 3: Resolucién algebraica de un PVID de  Figura 4: Resolucién grafica de un PVID de
primer orden. primer orden.

« R R
ECURCIONES ¥ SISTENAS DE ECUACIONES EN DirtRmvciss "~ """

1.-FRINER ORDEN : XCHe1) - o X(£) = b

2.-SEGUNDD ORBEN : X(t+2) + a X(te1) + b X(t) = ¢

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES :
3K = (a) X e b () 4 KCted) = a KOO b ¥E) 1y
$te1) = @ X(B) + (1-B) ¥et) PO = e X 2 4 900 o g
5.-X(ts1) = a X(t) + B Y} + c 2ty + p
$(te1) = 4 X(E) e $0EY + £ 2600 + ¢
2(t+1) =g XE) + h ¥ « 1 200) = ¢

UACIONES LOGISTICAS

el
24

6. XK(t+1) = {el¥e —X(1)1+13X(1) 7= XEe1) = g X)) (b))

- X(8+1) =a Xt} (1 -X(ED)

FOAE R CE STe N YR e e

YUDA 16 .-SALIR

R X EEKEAEREE AT RN AR R R TN R X RX

SE OPCION

Figura 5: pagina de presentacion del segundo Figura 6: Men0 de trabajo del segundo software

software para EED en TRUE Basic.
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Implementacion del software Ecuaciones en Diferencia.

Desde la perspectiva de los avances tecnolégicos dados por las TIC que se ponen en
evidencia por nuevos software, y que a su vez favorecen el desarrollo de las TAC
mediante la tarea de transferencia desde la ensefianza de las EED vy el aporte desde la
Programacion Cientifica, permiten actualizar el Software Ecuaciones en Diferencia
para mejorar la presentacion y manejo de pantalla, tanto en la resolucion de PVID
con EED de primer y segundo orden con coeficientes constantes, como en sistemas
de ecuaciones en diferencias y ecuaciones logisticas. Como resultado de este aporte
se tiene la nueva version cuya pagina de presentacion se observa en la (figura 7).

Figura 7: Pagina de inicio del nuevo software

Descripcion del software Ecuaciones en Diferencias

El software “Ecuaciones en diferencias” fue desarrollado integramente con el
lenguaje de programacion Microsoft Visual Basic 6 con la siguiente estructuracion:

1. Un formulario mdiForm (Formulario visdata) con el nombre de “Menu.frm”, que
sirve como base de manejo del software con un area de ventana secundaria donde
se mostraran las otras ventanas (calculos, grafica y textos) y en el que se
incorporo el siguiente mena en general:

a. Calculos:

i. Ecuaciones en diferencias de primer orden
ii. Ecuaciones en diferencias de segundo orden
iii. Sistemas de ecuaciones lineales

iv. Ecuacion logistica
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1. Ecuacion logistica
2. Ecuacion logistica normalizada
b. Teorias:
Libro de Ecuaciones en Diferencias: permite visualizar los
distintos capitulos del libro en formato PDF “Ecuaciones en
diferencias” de autoria de Gustavo Juarez y Silvia Navarro.

c. Ayuda con un sub menu Acerca de...

d. Ventana la que permite organizar las ventanas abiertas de tres formas
distintas:
i.  Mosaico vertical.
ii. Mosaico horizontal.
iii. Cascada.

e. Salir: permite salir del software.

Su estructuracion general fue realizada con subprogramas. Los textos que se utilizan
en el software tienen el formato de PDF y de RTF.

Algunos ejemplos con el asistente

Para ilustrar el manejo del Software vamos a desarrollar algunos ejemplos citados en
el texto de referencia.

Ejemplo llustrativo 1: A partir de la EED x,,, —-11x,,, +bx, =4, con las
condiciones iniciales x, =6, x, =8, estudiar el comportamiento de las sucesiones del
PVID, cuando el coeficiente b toma los valores: 0.9 ; 0.6 ; 0.4 y 0.3025.

n+l

Solucioén: En las figuras 8 a 12 se observan la pantalla de trabajo y las graficas de
las cuatro sucesiones solicitadas.
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Cileulos Teorias Ayuda Ventana Salir

~Ecuaciones en diferencias de sequndo orden

~Ecuacién

‘ Y I_ 11X+ 09 X,= 4 ‘

1°témino de la sucesion: X = 6
@
2°témino de la sucesion: X = 8

Cantidad de férminos 20

R

Raizx1=[0 650 + 1.196.i
Raiz 2= ) 550 - 1.196 1
Valor de equilibiio X, =[5.0

rTeorias

ECUACION EN DIFERENCIA DE SEGUNDO ORDEN

fby =il

Donde £#0
Alingresar las constantes de la ecuacién se calcula el
valor de equilibrio y se resuelve la ecuacion
caracteristica, a los fines de poder analizar la estabilidad
de la sucesion solucion. Recordemos que de las raices
caracteristicas se determina el fipo de estabilidad. Tal
valor de equilibrio es

i d
D
1+a+b

xn+2 L aan

En efector

1) Si de las raices caracteristicas aquella cuyo valor
absoluto es mayor que el de las demds es negafiva o

n “n

0 £,000000
1 000000
7 7,400000
E 4340000
4 2774000
g 2808400

compleia. enfonces la sucesion oscila alrededor del valor

Figura 8: Pantalla de trabajo con los coeficientes ingresados y la respuesta dada de los
términos y raices caracteristicas del Ejemplo ilustrativo 1. A la derecha un tutorial.

Figura 9: Grafica de la solucion del PVID

conb=10.9
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PVID con b= 0.6
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Si bien en todos los casos se cumple la condicion I1), puede observarse que a medida
que disminuye b, el valor de equilibrio aumenta, ademas se reduce la intensidad de la
oscilacion permitiendo que en el valor de b = 0.3025 desaparezca la oscilacion.

En efecto, se logra el valor de equilibrio con s6lo un crecimiento, que es suave
cuando se alcanza dicho valor. En realidad ese valor es particular, pues alli se
verifica la nulidad del discriminante de la ecuacion caracteristica.

Figura 11: Gréfica de la solucion del PVID  Figura 12: Gréfica de la solucion del
conb=0.4 PVID con b= 0.3025

Por otro lado el valor de equilibrio para cada sucesion es. 5; 8; 13.333 y 19.753086,
respectivamente. Otro calculo realizado es el de las raices caracteristicas, y resultan
complejas para las tres primeras, mientras que la cuarta es nula.

Ejemplo llustrativo 2: Estudiar el comportamiento de la solucién de la ecuacion en
diferencias X, , +1.8x ., +0.81x_ =8, con las condiciones iniciales

n+2 n+1

n
Xo =3, X, =4.

Solucién: En las figuras 13 y 14 se observa el desarrollo del PVID propuesto.
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Ecuacitn

T [+ 18X, [+ 081 X2 8
T*temino n %= 5 ,
e o x=[7

Cantidad de témninos. 80 |Al ingresar

Jvalor de eqt
caracteritica,  los fines de poder

ECUACION DE

¥ =

X0 + ax,

n+l

espuestas

Rtz x1- [0,600

Ralz X2~ ’ggg“i
r=l2icoseasz

rmina el tipo de estabilidad. Tal

Adolfo Gustavo Luis Edgardo
Juarez Barros

Silvia Inés Luis Ernesto
N avarro Valdez

Figura 13: Pantalla de trabajo con los coeficientes ingresados y la respuesta dada de
los términos y raices caracteristicas del Ejemplo ilustrativo 2. A la derecha un
tutorial.

Aqui se verifica la nulidad del discriminante, con lo cudl las raices son iguales,
observandose un muy particular comportamiento: la oscilacion comienza siendo
divergente y luego de tomar una oscilacion maxima procede a converger al valor de
equilibrio. Asi la condicion I1) se satisface.

En cuanto a las raices caracteristicas son reales e iguales a —0.9; y el valor de

equilibrio es de aproximadamente 2.21606 valor al cuél se arriba alrededor de 200
iteraciones.
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Figura 14: Gréfica de la solucién del PVID del Ejemplo ilustrativo 2

Ejemplo llustrativo 3: Consideremos una poblacion inicial de cuatro ejemplares que
crece a ritmo acelerado en un principio para luego reducir su intensidad de
crecimiento hasta alcanzar el valor estable de 80 individuos. Plantearemos el modelo
logistico discreto, en donde la constante a de la tasa de crecimiento sea 0.01, es
decir:

N,, =1.8N, —0.0IN/
N, =4

t4l = (1+ Ka)Nt - aNt2
N,=C
La tasa de crecimiento es a y el valor de equilibrio se indica con K, también conocido

como capacidad de carga, y significa el valor de equilibrio que alcanza la sucesion.
El desarrollo del modelo logistico lo apreciamos en la figura 15.

N
Correspondiente al modelo logistico, cuyo PVID es: {
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Adolfo Gustavo
Juarez

Luis Edgardo
Barros

Silvia Inés o / Luis Ernesto
Valdez

Navarro

Figura 15: Gréfica de la solucién del PVID del Ejemplo ilustrativo 3

Conclusiones:

El estudio de las Ecuaciones en Diferencias lineales con coeficientes constantes de
primer y segundo orden, seguido de sistemas de ecuaciones en diferencias lineales
con dos y tres ecuaciones y sucesiones incognitas; y de las cuadraticas de primer
orden denominadas logisticas, junto a sus soluciones algebraica y gréfica,
presentadas en el texto de referencia de autoria, fue elaborado siguiendo resultados
del software creado inicialmente con lenguaje de programacion estructurado True
Basic. Luego de una década y media, se lo actualiza con la tecnologia vigente a un
nuevo lenguaje: Visual Basic; pretendiendo continuar asistiendo al alumnado en la
busqueda de conclusiones a problemas de aplicacion de diferentes ciencias en donde
los modelos dindmicos discretos hacen posible representar fendmenos
deterministicos, alcanzando objetivos de difusién y ensefianza de un tema que es
poco frecuente en planes de estudio de formaciones de profesorados en Matematicas.
Como resultados se cuenta con la participacion en la formacién en seminarios u
optativas en carreras de Fisica y Biologia, y en Matematicas con las aplicaciones
inmediatas de matematica financiera y biologia matematica, en Asignaturas como
Biomatematica y Modelos Matematicos. Por otro lado la participacién de la Catedra
de Programacidn Cientifica permite alcanzar el objetivo del desarrollo del software y
utilizacion de las TIC’s en la ensefianza de temas de Matematica Aplicada aportando
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a la implementacion de una herramienta de transferencia tecnoldgica en el proceso de
Aprendizaje y adquisicion de conocimiento (TAC), en particular de los modelos
matematicos dindmicos discretos.
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