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Resumen— La verificacion de que los datos observados sobre un fendmeno aleatorio, pueden suponerse extraidos de una distribucion de
probabilidad normal, es necesaria en una variedad de situaciones practicas. Frecuentemente en estos problemas, se cuenta con pocas
observaciones. En el ambito de la estadistica se proponen muchas pruebas de hipétesis para verificar normalidad. Numerosos articulos se
orientan a evaluar la potencia de estas pruebas. Lamentablemente, la mayoria de las verificaciones existentes operan con muestras de
cincuenta 0 mas datos. En cambio, en este trabajo se estima la potencia de diversos tests, con muestras de diez y quince datos. Ademas se
comprueba la potencia en situaciones donde la distribucion original es simétrica, lo cual es sin duda la peor condicién para la prueba.
Para estas determinaciones, se realizan experimentos de simulacién. Finalmente se concluye con una valoracion cualitativa sobre la
conveniencia de las pruebas analizadas.

Palabras clave— Estadistica. Pruebas para verificar normalidad. Muestras pequefias. Potencia de las pruebas.

Abstract— Verification that the observed data on a random phenomenon may be assumed to have been drawn from a normal probability
distribution is necessary in a variety of practical situations. Frequently in these problems, there are few observations. In the field of
statistics many hypothesis tests are proposed to verify normality. Some researchers have conducted studies on most of the tests in
question, including the determination of power. Unfortunately, verifications, generally operate with samples of fifty or more data.
Therefore, in this work the power of various tests is estimated with samples of ten, fifteen and twenty data. Besides, power is determined
in situations where the original distribution is symmetrical, which undoubtedly represents the worst condition for the test. For these
operations simulation experiments are performed. The paper concludes with a qualitative assessment of the appropriateness of the
analyzed tests.

Keywords— Statistics— Normal Probability test — Small Samples — Power of Tests

de  confiabilidad de sistemas, se desarrollan
determinaciones de la vida Gtil de ciertos equipamientos.

Por otra parte, desde el punto de vista conceptual
) ) o - se asume que existen dos comportamientos extremos para
asociadas, es frecuente la necesidad de verificar si Un  ggias variables, que representan realidades opuestas. Por un

pequefio conjunto de datos, puede considerarse |5qo se considera deseable que la variable tenga un
observado sobre una poblacién con Distribucion Normal comportamiento compatible con la Distribucién Normal,

(Montgomery 'y Runger, 2010). Con esa finalidad, 1a  ga40 que se lo considera representativo de un proceso

literatura especializada en estadistica ha propuesto una  trapaiado, donde se han adoptado las acciones necesarias
interesante variedad de procedimientos, denominados  nara reducir la dispersion. Por otro lado, la distribucién

pruebas de hipotesis; pero lamentablemente, no existe una hiforme se considera evidencia de falta de control y de

aproximacion que supere con holgura a las restantes gyisiencia de variaciones excesivas (Mystica y otros, 2015).
(Tanveer, 2010). Ante esa problematica, el presente articulo Por ejemplo, sea el caso de un proceso en el que se

se aboca a comparar diferentes metodologias y procura fabri ist ; dond id |
identificar caracteristicas distintivas de cada una. abrican pistones para motores, donde se considera que €
didmetro de las piezas es una caracteristica de calidad clave.

Al analizar el supuesto de normalidad con datos  g; ¢| gigmetro tiene distribucién rectangular, es tan posible
estadisticos, frecuentemente surge la dificultad de que las que la medida se ubique en el valor nominal, como en

muestras tienen longitud reducida. Tal situacion se produce,  ya1ores que van més alla de las tolerancias de ingenieria. En

por ejemplo, cuando se realizan estudios de duracion de  campio, si tiene un comportamiento gaussiano, los pistones
actividades en procesos productivos o cuando en estudios resultan muy similares y verifican con facilidad las

especificaciones técnicas. En general, la normalidad de una
variable que representa los resultados de un proceso
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productivo, se considera evidencia de control sobre el
proceso estudiado (Deming, 2000).

Ahora bien, al aplicar una prueba de hipotesis, es
posible cometer dos tipos de errores. EI denominado error
tipo I, consiste en rechazar una suposicién que es correcta.
Por su parte, el error de tipo Il se produce cuando no se
rechaza una hipotesis falsa. Se denomina potencia de la
prueba al complemento de la probabilidad del segundo tipo
de error. En términos de pruebas de normalidad, es la
posibilidad que ante datos que provienen de poblaciones no
normales, la prueba detecte esta cuestion (Montgomery y
Runger, 2010).

En el ambito de la estadistica, se han propuesto
una importante cantidad de pruebas de normalidad (Seier,
2002; Farrel y Stewars, 2006; Henderson, 2006; Oztuna,
Elhan y Ticcar, 2006; Yazici y Yolacan, 2007, Gel, Miao y
Gastwirth, 2007; Coin, 2007; Tanveer, 2011; Yap y Sim,
2011; Razali, Shamsudin, Azid, Hadi & Ismail, 2012;
Lafaye de Micheaux & Tran, 2014). Al seleccionar el
procedimiento a utilizar, es importante que el usuario
considere la probabilidad de cometer un error de tipo Il.

Algunos articulos se han orientado a estudiar y
comparar estas pruebas, donde uno de los aspectos
considerados es precisamente la potencia del test (Romao,
Delgado y Costa, 2010). Lamentablemente, estos trabajos
operan generalmente con muestras de veinticinco, cincuenta
0 mas datos. Ademas, no prestan especial interés a la
distincion entre las distribuciones normal y uniforme.

Ante esa problematica, el presente trabajo realiza
una revision de diferentes aproximaciones y selecciona
pruebas que pueden resultar apropiadas para verificar
normalidad, cuando las muestras son pequefias. Para las
herramientas escogidas, se estima la potencia de cada
prueba en situaciones donde la distribucion original es
uniforme; las estimaciones se obtienen mediante
experimentos de simulacion. Finalmente, se presentan una
suerte de comentarios Yy sugerencias, acerca de la
conveniencia de utilizar algunos de los tests considerados.

En cuanto a la organizacion del documento,
después de la introducciobn se realiza una revision
bibliografica, tanto de posibles pruebas, como de trabajos
dirigidos a inferir la potencia de las mismas. Luego se
presenta la metodologia utilizada y a continuacion se
discuten los principales resultados.

REVISION DE ANTECEDENTES BIBLIOGRAFICOS

En el éarea del conocimiento vinculada con
estadistica, se han propuesto mas de cuarenta pruebas que
permiten evaluar el supuesto de normalidad (Dufour et al.
1998). Actualmente se observa un creciente interés por
estudiar el rendimiento de estos tests para diferentes
alternativas.

El interés por contar con métodos que permitan
detectar desviaciones respecto a la distribucién normal de
probabilidades, se inicia con Pearson en 1895, con un
estudio de los coeficientes de asimetria y curtosis (Razali y
Wah, 2011). En la actualidad, se entiende que no existe una
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Unica prueba de normalidad que merezca ser considerada
como la mas indicada (Tanveer, 2011). En otras palabras,
debido a la gran variedad de alternativas a la normalidad,
no existe una prueba méas potente en términos generales.

Por el contrario, hay pruebas que son mas potentes
para ciertos objetivos, en tanto que pierden validez para
otros. En esta direccion enfocan sus investigaciones:
Shapiro, Wilk & Chen (1968), Chen y Shapiro (1995),
Seier (2002), Thadewald y Biining (2007), Poitras (2006),
Farrel y Stewart (2006), Oztuna et al. (2006), Yazici y
Yolacan (2007), Urzua (2007), Gel y Gastwirth (2008),
Razali y Wah (2011), Quessy y Mailhot (2011), Yap y Sim
(2011), Razali et al. (2012), Lafaye de Micheaux y Tran
(2014), entre otros.

Entre las pruebas de normalidad més conocidas, se
pueden citar cuatro grupos (Arshad, Rasool y Ahmad,
2003). El primero se encuentra formado por aquellas en las
que se mide el grado de discrepancia entre las
distribuciones empiricas y la funcion de distribucién
acumulada normal; en esta linea se encuentran:
Kolmogorov-Smirnov  (Kolmogorov, 1933), Lilliefors
(Lilliefors, 1967), Anderson-Darling (Anderson y Darling,
1954), (Darling, 1957), Cramer-von Mises (Cramer, 1928),
(Von Mises, 1931), (Smirnov, 1936).

El segundo grupo tiene como estrategia comun el
andlisis de la correlacion entre la distribucion teérica y la
experimental; se basan en la relaciéon de dos estimaciones
por minimos cuadrados, ponderados por una escala
obtenida de las estadisticas de orden (Dufour, Farhat,
Gardiol & Khalaf, 1998). En este conjunto se destacan las
pruebas de Shapiro-Wilk (Shapiro y Wilk, 1965; Royston,
1982, 1995); Shapiro-Francia (Shapiro y Francia, 1972;
Sarkadi, 1975), la modificacion del estadistico de prueba de
Shapiro-Wilk propuesta por Rahman y Govindarajulu
(Rahman, Govindarajulu, 1997) y el test de Chen-Shapiro
(Chen y Shapiro, 1995) entre otros.

En el tercer grupo se consideran aquellas
metodologias que se sustentan en la idea de que las
desviaciones de normalidad pueden ser detectadas por dos
momentos de la muestra: la asimetria y la kurtosis. Este
enfoque se adopta en D'Agostino y Pearson (1973),
D"Agostino, Belanger, & D'Agostino Jr., (1990), Jarque-
Bera (1987) y Gel y Gastwirth (2008).

Por altimo, el cuarto grupo se encuentra formado
por pruebas especiales que no pueden ser encuadradas en la
clasificacion anterior, como es el caso de la propuesta
formulada en Yazici y Yolacan (2007) y la sugerida en
Romio et al. (2010). Cabe precisar que en general, estas
aproximaciones no se encuentran disponibles en los
programas orientados al analisis estadistico.

Respecto a la conveniencia de aplicar una u otra
prueba, Romao et al. (2010) analiza las potencias de estas
herramientas, ante diferentes tamafios de muestra. Concluye
que no es posible identificar a uno de estos tests como
cercano al ideal, dado que el resultado depende de las
condiciones del problema y de la verdadera distribucion de
los datos.

Al respecto, los estudios mas tempranos (Shapiro y
Wilk, 1965; Shapiro et al. 1968; Pearson et al. 1977; Gan y
Koehler, 1990; D'Agostino et al. 1986), sugieren, que la
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mayoria de los procedimientos analizados funcionan bien
cuando las distribuciones alternativas de no normalidad
resultan fuertemente sesgadas.

Dicho de otro modo, una estrategia aceptada como
primera aproximacion, para determinar si los datos de una
muestra pueden considerarse extraidos de una poblacion
Normal, es comparar el coeficiente de asimetria muestral
con cero. Esa posibilidad carece de sentido cuando se
sospecha que la distribucidon original en realidad es
simétrica.

Como regla general, puede aceptarse que si la
distribucion original no es normal, las pruebas tienen
mejores posibilidades de detectar esa desviacion, si la
distribucion verdadera es notoriamente diferente de la
gaussiana, como es el caso, por ejemplo, de la exponencial.
En cambio, cualquier procedimiento de verificacién va a
evidenciar mayores dificultades cuando el comportamiento
original es simétrico (Coin, 2007).

SUPUESTOS Y METODOLOGIA ADOPTADA

En el presente documento se adopta como
hipotesis nula el supuesto de que la variable analizada tiene
en realidad distribuciéon de probabilidad normal. Como
alternativa, interesa la posibilidad de que la distribucién
verdadera sea uniforme. Se supone como punto de partida,
que esta es una de las peores condiciones posibles para los
tests de normalidad, debido a que la distribucién
rectangular es simétrica.

Respecto a la modalidad de trabajo,
realizacién es posible distinguir las siguientes etapas:

a) Investigacion bibliogréfica: se revisan los articulos
orientados a proponer o estudiar pruebas de verificacion de
la distribucion normal. En esos trabajos, se presta atencion
a las caracteristicas de los métodos y a experimentos
orientados a valorar la potencia de los procedimientos
propuestos. Como producto de esta revision, se identifica
un conjunto de procedimientos que resulten apropiados para
distinguir entre las distribuciones normal y uniforme,
cuando se opera con muestras pequefias. Las condiciones
que hacen que una prueba pueda ser seleccionada, son las
siguientes:

o Potencia del test: se eligen aquellas que obtienen
buenos resultados para tamafios de muestras de
veinte 0 més datos.

o Amigabilidad del procedimiento: se considera
preferible que la estrategia y especialmente el
estadistico, resulten comprensibles para los
usuarios, aunque no tengan una fuerte formacion
en estadistica;

o Facilidad de implementacion: se considera
conveniente que el procedimiento seleccionado, se
encuentre disponible en un programa de software,
o0 que resulte sencilla su implementacidn con hojas
de célculo.

b) Experimentacion con las pruebas seleccionadas. El
conjunto de pruebas seleccionadas en la fase anterior, se
somete a una serie de experimentos de simulacién que

en la
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permitan estimar su potencia, cuando se trabaja con
muestras de diez y quince datos. Para cada tamafio de
muestra, se generan mil conjuntos de ndmeros con
distribucion rectangular. A continuacion, se aplica cada una
de las pruebas elegidas con las mil muestras y se determina
la proporcion de veces que el test detecta que en realidad la
distribucion no es normal.

RESULTADOS Y DISCUSION

Como producto de la investigacion de bibliografia,
se concreté una primera seleccion de veinte pruebas,
divididas en cuatro grupos segun la estrategia utilizada. A
continuacion se enumeran los tests seleccionados.

Se definié un primer grupo con pruebas que se
apoyan en el analisis de los primeros momentos estadisticos
de las muestras. La idea es comparar los valores obtenidos a
partir de los datos, con los esperables cuando la distribucion
es normal. En la siguiente Tabla se hace referencia a los
articulos donde se proponen estas aproximaciones.

TABLA 1. PRUEBAS BASADAS EN MOMENTOS

Nro Nombre
1 D"Agostino-Pearson (1973)
2 Jarque-Bera (1980)
3 Prueba robusta d_e Jarque-Bera
(Gel y Gastwirth, 2008)
4 Bonett-Seier (2002)
5 Hosking (1990)

Un segundo grupo se orienta a realizar el analisis de la
funcion empirica acumulada. En efecto, se comparan la
funcién de distribucién empirica (estimada con base en los
datos de la muestra), con la funcién de distribucién
acumulada de la normal. La estrategia consiste en analizar
el grado de similitud o diferencia entre las dos funciones.

Dufour et al. (1998) entiende este grupo de pruebas,
como basado en una medida de la discrepancia entre las
distribucion empirica y la distribucion que se propone en la
hipotesis nula. A su vez, este conjunto de pruebas puede
subdividirse en dos sub-grupos: las que utilizan el supremo
de discrepancias y las que trabajan con el cuadrado de las
mismas. En la Tabla 2 se enumeran estas aproximaciones.

TABLA 2. PRUEBAS SOBRE LA DISTRIBUCION EMPIRICA

Nro Nombre
6 Kolmogorov-Smirnov (1933)
7 KoImogorov_-S_mirnov modificado
por Lilliefors (1967)
8 Kolmogorov-Smirnov modificado

por Stephens y Harley (1972)
9 Anderson y Darling (1954)

10 Zhang y Wu (2005)
11 Glen, Leemis y Barr (2001)
El tercer grupo, comprende a las pruebas de

correlacion y regresion, que se basan en el cociente de dos
estimaciones de escala, obtenidos por el método de
minimos cuadrados de los estadisticos de orden. Las dos
estimaciones se distribuyen normalmente, en el numerador
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se propone una estimacion por minimos cuadrados
ponderados y en el denominador la varianza de la muestra
de otra poblacidn. La Tabla 3 lista estas propuestas.

TABLA 3. PRUEBAS DE CORRELACION Y REGRESION

Nro. Nombre

12 Shapiro-Wilk (1965)

13 Shapiro-Francia (1972)

14 Chen-Shapiro(1995)

15 Modificacion d_eI Sha_piro—WiIk
(Rahman y Govindarajulu, 1997)

16 Modificacion d/e Shap_iro-WiIk
propuesta por D" Agostino(1971)

17 Filliben (1975)

Ademas, se identifica un cuarto grupo integrado
por aproximaciones que no pueden encuadrarse en los
conjuntos anteriores. La Tabla4 identifica a estas
aproximaciones.

TABLA 4. PRUEBAS NO ENCUADRADAS EN LAS ANTERIORES

Nro Nombre
18 P_rueba de corr_elacién de
cuantiles (Del Barrio et al., 1999)
19 Prueba de Coin (2007)
20 Gel, Miao y Gastwirth (2007)

Como producto adicional de la revision de
bibliografia, es posible obtener diferentes evaluaciones de
las potencias ofrecidas por estas pruebas. En la Tabla 5 se
lista la potencia de aquellas pruebas de normalidad que en
el trabajo de Romdo et al. (2010) tienen una potencia
empirica mayor al 40%; para distribuciones alternativas
simétricas no normales y n=25.

TABLA 5. EVALUACIONES DE POTENCIAS CON TAMARNO 25

Prueba de Normalidad -

0,05 | 0,1
Kolmogorov - Smirnov 39,3 | 46,3
Anderson - Darling 451 | 51,8

Zhangy Wu 444 | 52
Glen-Leemis-Barr 452 | 51,9
D" Agostino-Pearson 415 | 49,8
Hosking 47 | 53,6
Shapiro - Wilk 455 | 52,6
Shapiro - Francia 435 | 50,4
Shapiro - Wilk modificado Ry G | 44,4 | 51,3
D" Agostino 40 | 46,1
Fillibien 43,1 | 49,9
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Chen - Shapiro 456 | 52,7
Coin 48,5 | 55,6
Gel - Miao - Gastwirth 458 | 52,4

En la Tabla 5, a es la probabilidad asignada a la zona de
rechazo de la hipétesis, esto es, la posibilidad de cometer
un error del primer tipo. Cabe recordar que a medida que el
nivel de significacion aumenta, disminuye la probabilidad
de cometer un error tipo 1l y con ello, se incrementa la
potencia de la prueba (Montgomery y Runger, 2010).

Con ese razonamiento, si el analista se preocupa por
detectar desviaciones respecto al comportamiento
gaussiano, parece recomendable adoptar valores grandes de
nivel de significacion, en este caso 0,10. Desde ese punto
de vista, el resultado es alentador, dado que varias de las
pruebas tienen potencias mayores al 50%.

En cuanto a la disponibilidad de estas herramientas en
los programas de computadora que ofrecen soporte
estadistico y que se utilizan frecuentemente en nuestro pais,
a los fines de este trabajo se analizaron los paquetes Infostat
(desarrollado en la Universidad Nacional de Coérdoba),
SPSS, Stata y Minitab. La Tabla 6 resume la disponibilidad
de cada una de estas pruebas, en las herramientas
computacionales mencionadas.

TABLA 6. PRUEBAS Y SOFTWARE

Pruebas SPSS
Kolmogorov - Smirnov X
K -S de Lilliefors X X
Anderson - Darling X
D" Agostino-Pearson
Shapiro - Wilk X
Shapiro - Francia X

Shapiro - Wilk
modificado Ry G

Chen - Shapiro X
Ryan - Joiner X

Infostat | Stata | Minitab

Ante esta evidencia, se realizd una seleccion de
ocho pruebas, para las cuales se aproximé
experimentalmente la potencia con la metodologia antes
planteada. Corresponde destacar que todas estas pruebas
son consideradas como “No paramétricas”, en la literatura
especializada en estadistica. Los resultados obtenidos para
muestras de diez y quince datos, se reproducen en Tabla 7.

50



REVISTA FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATURALES, VOL. 4, NO. 2, SETIEMBRE 2017

De la Tabla7 se desprende que la prueba de
Shapiro-Wilk modificada por Rahman y Govindarajulu,
resulta la de mayor potencia para la deteccion de la
distribucion uniforme como alternativa a la normal, en
muestras de tamafio diez y quince, para un nivel de
significancia del diez por ciento. Estos resultados son
coincidentes con los presentados por Rahman vy
Govindarajulu (1997), para muestras mas extensas. A la
mencionada prueba le siguen, de la mayor a la menor
potencia, el test de Shapiro-Wilk (W) y la prueba
Anderson-Darling (AD).

Un detalle interesante es que el test de Shapiro-
Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu, evidencia
una leve disminucion de potencia al pasar de veinticinco a
quince datos. De todos modos, en ninglin caso es posible
alcanzar una potencia superior al cincuenta por ciento.

TABLA 7. POTENCIA EMPIRICA OBTENIDA A = 0,10

. Potencia empirica
Pruebas de Normalidad Software
n=15 [ n=10
Shaprio-Wilk mo.dn‘lcadlo POr | 450 259 Infostat
Rahman y Govindarajulu
Shapiro-Wilk 29% 18% Spss
Anderson-Darling (AD*) 26% 16% Minitab
D’Agostino-Pearson (segun
15% 15% Stata
D’Agostino et al. 1990) ’ °
Kolmogorov-Smirnov 17% 13% Infostat
modificado por Lilliefors
Shapiro-Francia 18% 11% Stata
Ryan-Joiner 17% 11% Minitab
Gel-Miao-Gastwirth 14% 10% |No disponible

Respecto a la prueba de Gel-Miao-Gastwirth, fue
incluida en la simulacién debido a que resulta facil de
interpretar y de calcular. Ademas el mencionado test
obtiene resultados muy interesantes con muestras de méas de
cincuenta datos. Sin embargo, para las cantidades de datos
analizados en la simulacién, las potencias obtenidas son
bajas.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se estudia el problema de
verificar normalidad con muestras pequefias. Con esa
finalidad se identifican veinte pruebas diferentes y se
realiza un andlisis comparativo bajo la consideracion de tres
criterios: potencia empirica para la deteccion de la
distribucion uniforme, como alternativa a la normal;
amigabilidad del procedimiento y disponibilidad de
software.

La investigacion bibliogréfica ha permitido
seleccionar ocho pruebas de tipo no paramétrico, que
brindan resultados interesantes para muestras grandes. Se
experimentd con esos procedimientos para muestras
pequefias y se encontrd que ninguno de los procedimientos
analizados alcanza una potencia superior al cincuenta por
ciento.
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Dentro de las aproximaciones estudiadas, la prueba
de Shapiro-Wilk, modificada por Rahman y Govindarajulu
(1997), alcanza los mejores niveles de potencia, tiene una
I6gica amigable y se encuentra disponible en un software
estadistico de fécil acceso.

Por (ltimo, los resultados obtenidos evidencian
que el problema de verificar la normalidad en muestras
pequefias, cuando la hip6tesis alternativa es una
distribucion simétrica, merece mayor atencién. En efecto,
debido a los multiples y frecuentes requerimientos en ese
sentido, deberia ser factible el desarrollo de nuevos
estadisticos que aseguren una mayor potencia.
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